HOI CAC TRUGNG THPT CHUYEN KY THI CHON HOC SINH GIOI
VUNG DH&DB BAC BO LAN THU XVI, NAM 2025
it THI MON: TOAN - LOP 11
Ngay thi: 21 thang 4 nim 2025
Thdsi gian lam bai: 180 phiit (khong ké thisi gian phdt dé)
(Dé thi gom 05 cdu, trong 01 trang)

PE THI CHINH THUC]|

Cau 1 (4,0 didm). Vi a,b € R, xét day sb (un) €6 uy = 3, uz = a, ug = bva véimoin = 4,
Up = 21 + Un—2 — 2Un_3.

a) Xac dinh cdng thitc téng quat clia u,,.

b) X4c dinh tit ca cip sb (a,b) dé diy sb (u,) da cho cb gi6i han hitu han khi n — +oo.
Cau 2 (4,0 diém). Xét ham s6 f : (0;+00) — (0; +occ) thod man

f(f(zy) +1) = zf(z + f(y)) v6i moi z,y > 0.
a) Chitng minh ring f 13 todn anh va khéng ting trén (0; +00).
b) Tim tit cA ham f thod min.

Cau 3 (4,0 diém). Cho tam gidc ABC nhon, khong cén, n01 tiép chrc)ng tron (O) c¢6 dudng cao
dinh A cit dudng tron du'cing kinh BC & D, E va trung tuyén dmh Acit du‘oug tron dlrdng kinh
BC 4 F, G (v6i D, F nam trong tam gidc ABC). Cac dudng thing DG, FE cat nhau é H va cac
dtmng thang DF, EG cit nhau é R. Dudng tron ngoal tiép tam gidc HDE cit du0ng tron (O)
_tai cac diém .S, T ma S.nim cling phia véi A so véi BC. . o - e e _—

a) Chitng minh rang dudng tron ngoai tmp tam giac AHR di qua trung diém cta doan DE.

b) Cac tia SD, SE theo thit tu cat lai dudng tron (O) dP,Qva BP GQ cit DE lan luot &
K, L. Chitng minh rang dudng tron ngoai tiép tam gidc TK L tiép xiic véi dudng trdn (0).

Ciu 4 (4,0 diém). V6i mbi s6 nguyén duong n, goi S, 12 tap hop tat ca cc da thite c6 dang
Biz)= diz® + dp—1z" 1+ o+ dyz + dy,
trong d6 (dy, dy, . . . , dx—1,di;) 1a mot hodn vi nao dé ciia tAt cd cac uée duong clia n.

a) Chitng minh ring véi n = 220%, ton tai it nhat 2024! da [thitc Py(z) € S, sao cho P,(z)
khéng thé phén tich dugc thanh tich ctia hai da thitc hé s6 nguyén khéc hang.

b) Héi c6 bao nhiéu sb nguyén duong n 1a ude cia 2025%°* sao cho moi da thic P,(z) € S,
déu khéng c6 nghiém hitu ty?
Ciu 5 (4,0 diém). Tai mot cuoc thi d6 vui, ¢6 tit ca n hoc sinh tham gla De bai ¢6 téng cong

7 céu héi (du0c danh sb it 1 dén 7) va mbi hoc sinh da gla1 dugc 5 cAu. Biét rang trong 6 cdu
dau, mbi cAu cé 11 ban gidi dugc, riéng cau cubi thi cé s6 lugng 18 hoc sinh g1a1 dudc.

““2)~Tim n, dbng thoixdy dung-mét vi-du itng véi gia tri n dé. o s e s G

b) Chitng minh rang trong moi kha ning c6 thé xay ra, luén chon dudc 3 hoc sinh cing giai
dchljlc 3 cdu giong nhau. Hoi khang dinh con dung khéng néu thay 3 hoc sinh bdi 4 hoc
sinh?
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HOI CAC TRUGNG THPT CHUYEN KY THI CHON HQC SINH GIOI

VUNG DH

&PB BAC BO LAN THU XVI, NAM 2025

T HUGNG DAN CHAM MON TOAN - LGP 11

( Gom c6 07 trang)
HUONG DAN CHAM
Ciu Ngi dung Diém
Caul |Véia,beR, xétdiyso (¢,) xécdinh bdi u, =3, u, =a, u;=b va vdi moi n>4 thi
(4 dié}") u, = 2un-l +u, _2un-3'
a) Xéc dinh céng thirc tong quat cia .
b) Xéc dinh tit ca céc cip s6 (a,b) dé day sb (u,) c6 gidi han hitu han khi »n — +oo.
a) Phuong trinh dic tnmg cla ddy d cho la ¢ =2/ +1-2 va nd c6 nghiém
14 =1, =—1,r = 2. Khi 46, cong thirc tong quat cia diy (u,) s& ¢ dang 945/
u,=A-1"+B-(-1)" +C-2" Vi 4,B,CeR. 1,0
Tir ba sb hang dau cia day ta dugc
A1 +B-(-1)'+C-2' =y, A-B+2C=3
AP +B-(-1)*+C-2* =u, hay {4+ B+4C=a
z AP+ BCENHC2 =y . pA=BHIC=D, o5 5
Gl hb by telluge e t20=l 5 TPl o 500 o dbtadino
2 6 6 1,0
i = 3+2a-b+—9+4a—b_(_1),+b—a_2,._
2 6 6
b) Tir u, =3, ta c6 ngay A+B+)C=3. Néu C#0 thi viét lai
I 1Y 1Y
w=2(4(L) +a(-2) vc]
2 2 1,0
1 ring lim u, =+ hodic lim u, =—o tuy theo d4u cia C, khong thod man
day c6 gidi han hitu han. Vi thé C=0. Khi d6, u, = 4+ B(-1)".
Néu B#0 thi gid tri cia dy u, s& gom A+ B, A—B xen k& nhau tuy theo
tinh chin I¢ ciia n. Cu thé ta ¢6 limu,, = A+B# limu,,,, = A+B hay day i
sb da cho khéng c6 gi6i han hitu han. Vi thé nén B=0. Do d6 4=3 va
u,=3,Yn=1,2,3,... suyra a=b=3.

Ngugc lai, voi a=b=3, ta c6 hé phuong trinh
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A+B+C=3
A-B+2C=3
A+B+4C=3

va hé niy ¢6 nghiém duy nhét 1a (4, B,C) = (3;0;0) hay u, =3,Yn=1,2,3,...

Tirdétacod limu, =3. Viy nén (a,b)=(3;3) 1 tét ca c4c cp sb can tim.

Ciu 2

(4 diém)

Xétham sé f:R* — R* thod min

S )+ D) =x1(x+ f(¥)) v&i moi x,y>0.
a) Chimg minh rdng f 14 toin 4nh va khong ting trén R*.
b) Tim tit ca ham f thoi man.

a) Ki hiéu P(u,v) 12 phép thé x=u, y=v vio ding thirc
JU )+ =x(x+ f(¥)

Sir dung phép the P(i,y) ta duge: f(f (x)+l)=§f [iﬁ (.v)) (1) voi
moi x, y>0. Trong (1), tiép tuc thay x=1 va dit 7(f()+1)=c,taco

f&+f(v)}=cy véimoi y>0.

Tir ding thirc trén thay y boi £ taduge f ( +f (—)J y véimoi y>0.
¥

T dang thirc nay ta dugc f 1a todn anh.

0,5

Gia st ton tai O< » <y, ma f(yl)< f (35) Ta chon s6 x sao cho

_+f(y|)=_+f(yz) hay 24 =y|yzw>o (dléu néy ludén Ch(}ﬂ

1 2 V2=
duogc).

Trong (1), 14n lugt cho y=y,,y=y,,tacé

+f(y:)) = yif[f-+f(yz)]-

3

f(f(X)+1)=—f(

Vi theo cach chon x trén thi f[}£+f(y.)]=f('x—
1

2

+f (y:)) nén kéo theo

¥ =,. Diéu mau thuin nay cho thdy véi 0< y, < y,, phdi ¢ f(3)= f(1.)
nén f 13 ham khéng ting.

1,5

"|'b) Ta'sé chimg minh ring f lién tuc trén (0;+<0). That vdy, vi / don digu

nén véi mdi x, >0, ton tai cic gidi han bén trai, bén phai tai x, cua f, ta
dt

= lim f(x), R=lim f(x).
x—Xg ]

Vi tinh khdng ting nén L> R. Tuy nhién, néu L >R, tachon ae(R;L) thi

1,0
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ro rang f(x) 2L, Vx<x, va f(x)<R,Vx>x, nén khong ton tai x € (0;+0)
dé f(x)=a, mau thuin véi tinh toan 4nh. Vi thé, phii c6 L=R nén 1 lién
tuc tai x,, tir ddy suy ra duge f lién tuc trén (0;+0).

Vi / lién tuc va khong ting nén ton tai lim f(x)=c>0. Tuy nhién néu
¢>0 thi f(x)2¢>0, Vxe(0;+0), miu thudn véi tinh toan anh. Vi thé
¢=0 hay l_i’:ﬂf(x):o.

Cudi cing, trong dé bai, véi méi x>0, cho y —+oo thi f(f(0)+1)— f(1)

va f(x+ f(»)) = f(x). Vi thé nén diéu kién di cho tr& thanh 0,5
W=7 bay f()=% vai k= f@)>0.
Thr lai, ta co f(f(.xy)+1)=f[—k—+l]=f(k+w]= oy va
Xy xy k+xy
agf(x+f<y))=:.cf(x+5J=xf["+"3’)= BY . thodmsin. 93
y y k+xy

~ " A 2 1 a A A 0y - k .- T 4 L
Vay nén tit ca ham s6 can tim 1a f(x)=— véi k 13 hdng s6 duong tuy ¥.
X

Ghi chi: Néu hoc sinh phét biéu dung tinh chit: ham sd toan 4nh, don diéu trén
(0; +oo) thi lién tuc trén (0;+e) ma khéng chimg minh chi tiét nhwr trén thi van cho

diém.

Cau3 | Cho tam giac ABC nhon, khong can, ndi tiép dudng tron (0) cb dudng cao dinh 4 | |
cét dudng tron dudng kinh BC & D,E va trung tuyén dinh A4 cit dudng tron dudng
kinh BC & F,G (v6i D,F nim trong tam gidc ABC). Cic dudng thing DG, FE cit
nhau & H va céc dudng thing DF,EG citnhau & R. Pudng tron ngoai tiép tam giac
HDE cét dudng tron (O) tai S, ma S nim ciing phia véi 4 so véi BC.

(4 diém)

a) Chimg minh ring dudng tron ngoai tiép tam gidc AHR di qua trung diém ciia doan
thing DE.

b) Céc tia SD,SE theo thit tur cét lai (0) & P,Q va BP,CQ cit DE lan lugt & K, L.
Chimg minh ring dudng tron ngoai tiép tam gidc TKL tiép xic véi (O).
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a) Goi M la trung diém BC thi M 14 tim dudng trdn dudng kinh BC va vi
FG di qua M nén no l1a dudng kinh (M). Suy ra GD L RF,EF 1 RG nén
H la tryc tAm ciia tam gidc RGF.Tir d6 ta thy R,D,E,H,T cing thudc
dudng tron dudng kinh RH, dit J ;ﬁ tam dudng tron nay.

0,5

Goi X la trung diém DE va cho RH,DE cit nhau & Y. Xét tir gidc toan

phin DEGF.AR thi cé chim R(4H,DE)=-1 nén c6 (DE,AY)=-1. Theo
hé thirc Maclaurin thi YX-Y4=YD-YE. Mit khac, ti gidc HDRE ndi tiép
nén YD-YE=YH-YR, tir d6 c6 dugc YX-YA=YH-YR nén tir gide AHXR
ndi tiép, tirc 14 (AHR) di qua trung diém cla DE.

1,0

b) Ta c6 DE la diy chung cia hai dudng tron (J),(M) nén JM L DE, ma
DE 1 BC nén J e BC. Theo mé hinh quen thudc trong tir gidc toan phin
DEGF.AR thi dudng tron dudng kinh RH trye giao v4i (DEGF). Suy ra
JD,JE tiép xtic véi (M). Vi thé nén JS? =JT? = JD? = JB-JC, kéo theo
J8,JT tiép xiic véi dudng tron (O).

0,5

Pudng tron (J) cit BC tai cac diém U,V véi U nam trén doan BC. Vi
JV? =JU? =JD? = JB-JC nén (UV,BC)=-1 vi SU LSV kéo theo SU 1a
phan gidc trong cia BSC, ma UD=UE nén SU ciing la phén gic trong

ctia DSE. Do dé, céc tia SP,SQ 1a ding gidc trong BSC. Gia st BP,CQ

cit nhau & N. Khi d6, PQ||BC vi NeOM 1 trung truc cia BC. Ta ¢o

TBK =TBP =TSP =TSD=TED=TEK ,nén BETK la tit gidc ndi tiép. Tuong
tu, CDLT ciing la tir gidc ndi tiép.

05 |

Ta ciing c6 DB L DC nén DB 1a phan gidc goc trong cia UDV, kéo theo

0,5
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DB di qua W, 14 trung diém cung UV khéng chira D cta (J). Tuong tr
CE ciing di qua . Ta c6 bién doi goc

TEC=TDW =TDB va TEC+TEB=90°=TDB+TDC,

din dén TEB=TDC. Do cic tit gidc TKBE vid TLDC ndi tiép nén
TKN =TEB, TLN =TDC, suy ra TKN =TLN nén N e (TKL).

Vi NM || KL vd NM la phén gidc BNC nén tam gidc NKL cén tai N vata
cé NM tiép xiic véi (NKL). Goi J 13 trung diém cung nhé BC thi IN tiép
xiic véi (NTLK).Ta c6 bién doi gc sau ddy
INT =TKN =TEB =90°—TEC =90°—TDW = JWT . -
Két hop véi JW || O, tacongay N,T, W thing hiang. Do d6
JTW = JWT =TNI =TKN,

din dén JT tiép xtic véi (TKL), tic 1a JT 1a tiép tuyén chung cia (0) va
(TKL) nén hai duong tron nay tiép xiic nhau & T.

Ciu 4
(4 diém)

V&i mdi s6 nguyén duong n, goi S, 1a tap hop tat ca cac da thirc c6 dang
P(x)=dx* +d,_ X"+ -+dx+d,,
trong dd (d,,d,.--,d,.,,d,) 12 mdt hon vi ndo dé cia tit ca cdc wée duong ciia n.

a) Chimg minh ring.véi n=2""%, tén tai it nhit 2024! da thic P,(x) € S, sao cho
P.(x) khong thé phén tich dugc thanh tich cia 2 da thirc hé s6 nguyén khéc hing.

2024
5

b) Héi cé bao nhiéu sé nguyén duong n 12 uéc cia 202 sao cho moi da thirc

P.(x) € S, du khong ¢6 nghiém hitu ty?

a) Theo tiéu chuin Eisenstein, f(x)=a,x"+---+ax+a, c6 hé s6 nguyén la
bét kha quy néu tdn tai sé nguyén tb p ma p*{a,,pta, va pla,a,....a,,.
Ta thdy 2% ¢6 cdc wéce 1a 1,2,2%,...,2° véi tong cong 2026 uéc. Chon | 1,5
P (x) =x"" +dyp ™ ++-+dx+2, trong 46 (d,,d,,...,d,y,) 14 hoan vi tuy
¥ cia (22,2%,...,2%%), c6 tht ca 2024! hoén vi nhu thé. Céc da thiic nay déu
bat kha quy theo tiéu chudn Eisenstein cho p =2.

Ghi chi: Ta ciing ¢6 thé 4p dung tidu chudn Perron khi chon dyg,s =1,d5g, =22 va

hoén vi tuy y cho cac hé s6 con lai, chil § 142422 ... 4220 < 22025

b) Xét n 14 w6c duong ctia 2025 thi n 1é. Ta s& chimg minh 2 nhan xét:
(1) Néu n la s6 chinh phuong 1¢, P,(x) ludn khong c nghigm hiru ty. That |
3

vay, vi 1 c6 18 uéc nén deg P,(x) chin va ta c6 thé dit

P(x)=d, x"" +--+dx+d,.
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Gid sit P(x) c6 nghiém hiru tj £ véi u,veZ,v=0 va ged(u,v)=1. Theo
v

tinh chét vé& nghiém hitu ty cia da thirc nguyén thi u|d, va v|d,,, ma cic

s0 dy,d,, du1é nén u,v ciing 1. Khi d6

mp| B _ 2 2m-1 2m-1 2
v P(v)‘dzm” " A dy, VAV " du 4+ ut"d,,

u

V& phii 12 tdng ciia 1 sb 1é nén khic 0 va P(
v

J;t 0, mau thuin. Do do, vdi

n 1a sb chinh phuong 1& thi P,(x) luén khéng cé nghiém hitu ty.

(2) Néu n khéng chinh phuong, cé thé gia sir v,(n) 1. Dit n=3""-57 véi
p.geN, chon f(x)=@+x)+(Fx* +3°x*)+-- -+ (37" x?? 1327 7" thi ¢b
nghiém x=-3. Xay ding duge P,(x) = f(x)3 (5x**)" €5, Vi 16 ring céc
k=0

hé sb cita né sé cd dang 3"5%,0<m<2p+1,0<k <gq la tit ci cdc uéc cla n.
Pa thirc nay c6 nghiém x=-3. Tuong tu, néu v,(n) 1, ta cling xdy dung
duge da thirc c6 nghiém x=-5. Vi thé véi cac wée dang nay, luén c6 da
thire P,(x) € S, ma c6 nghiém hitu ty, khong thod man diéu kién.

1,0

2024 _ 142024 22024
s ¥

Tir d6, ta quy vé dém s6 uéc chinh phuong ciia 202 cb

dang 3*.5% vi 0<a<2-2024, 0<b <2024 va chinh bing

~ (2-2024+1)-(2024 +1) =4049-2025. -

0,5

Ciu5
(4 diém)

Tai mét cude thi d6 vui, ¢6 tit ci n hoc sinh tham gia. Dé c6 tong cong 7 cau hdi
(duge danh s6 tir 1 dén 7) va moi hoc sinh da giai dugc 5 cdu. Bict rang trong 6 cau
dau, mbi ciu ¢6 11 ban gidi duge, riéng cau cudi ¢b so lugng [é hoc sinh gidi duge.

a) Tim n, ddng théi x4y dung mét vi du {mg véi gid tri n do.

b) Chimg minh ring trong moi kha ning c6 thé xay ra, luon chon dugc 3 hoc sinh
ciing giai dugc 3 cu giong nhau. Hoi khang dinh nay con ding khong néu thay 3 hoc

sinh bdi 4 hoc sinh? -

a) Ta dém bang hai cich s6 c3p (a,b) ma hoc sinh a gidi dwoc cau héi b.
Pém theo hoc sinh: chon a ¢6 » cach, chon b ¢6 5 cich, sd cdp la 5n.

Pém theo cau: v&i 6 ciu dau, c6 11 cach chon a va gia sit ciu cubi cb x
hoc sinh gidi dugc thi s6 cip s& 1a 6-11+x=66+x. Tir d6, ta c6 duge ding
thirc sau: 5Sn=66+x.

1,0

Do x 1&nén » ciing 1&. Vi x>0 nén 5n>66 hay nz%G- vataco n=l4.

66
Mait khac, x<»n nén 5n<66+n hay n$—4~ va ta c6 n<16. Do do, ta dugc

14<n<16,ma n 1€ nén n=15.

Ta xét mot vi dy thod méan cho boi bang sau ddy:
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b) Gié sir phan chimg ring 3 hoc sinh bét ky thi chi giai giéng nhau t6i da 2
cdu. Ta dém sb lugng S cic bd ({a,a,,a,},b) ma cdc hoc sinh a,,a,,a,
ciing giai duge cau b. Theo két qua cdu a ta duge n=15,x=9.

Dém theo {a,,a,,a,} thi cé C} =455 cach, chon b thi ¢ khong qué 2 cich
nén ta cb S<455x2=910. Miit khac, dém theo b thi s& xdy ra 2 kha ning: | 1,0
néu b thudc vio 6 ciu ddu thi sé cach chon {a,,a,,a,} 12 C) va néu b
thudc vao cdu 7 thi sé céch chon {a,,a,,a,} 1a C3, tir d6 suy ra sb bo
({a,,a,,a,},b) & la S=6xC}+C; =1074. Két hop hai dénh gia trén, ta c6

miu thuan. Vay nén luén chon duge 3 hoc sinh ma ho cing giai duge 3 ciu
giong nhau.

Tiép theo, gia su' ring khong ¢6 4 hoc sinh nao clng giai duge 3 cau gidng
| nhau. Khong mat tinh tong quat, gid sir hoc sinh 1,2,3 cung gidi dugc cic
2 Tl 28 e BE. Suy ra, 12 hoc sinh-con-lai s& giai téi da 2 trong 3-ciu d6. Nhu
vay, trong 4 cAu con lai, mdi ban giai dugc it nhét 5—2=3 ciu (do mdi hoc
sinh giai duge 5 cdu). Ta c6 4 bg ba cau 1a
(D,E,F),(E,F,G),(F,G,D),(G,D,E).

Vi mdi b) s& duge khong qué 3 ngudi lam duge nén sb hoc sinh s& khong
qué 3x4=12. Déu béng phii xay ra, tirc 1 m&i bo ba & trén s& co ding 3 | g
ban 1am duge. Khi 6, 8 ring hai hoc sinh bat ky trong sb 12 ban ndy ciing
1am chung it nhét 2 c4u trong D, E, F,G.

Mat khéc, mdi ban trong 12 con lai phai lam dwgc thém ding 2 ciu trong
A,B,C.Tacé 3 cdp cdula (4,B),(B,C),(C, 4) nén theo nguyén ly Dirichlet,

$& c6 mt cip ma it nbht %:4 ban 1am duoc. Nhu thé, 4 ban d6 c6 chung 1

cdu trong 4,B,C va chung 2 cdu trong D,E,F,G nén s€ 1am chung 3 céu,

. méu thudn véi didu gia str. Véy nén khang dmh van dung néu dol 3 hoc smh
T -7 == | béi4 hoc sinh. : . .

le y. Céc bai toén & day c6 thé ¢6 nhiéu cich gidi. Gidm khdo cin cir tinh hinh dé cho diém
néu thi sinh 1am khéc cach giéi ctia huéng din cham thi.
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