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PHẦN 1: Tính giá trị của biểu thức chứa căn thức dạng đơn giản.
- Lưu ý HS không được làm tắt và giá trị của biến có thỏa mãn ĐKXĐ không, để không bị mất 0,25đ


Ví dụ1. Cho biểu thức A=    với 
Tính giá trị của biểu thức A khi x = 9.
Trình bày như sau:
Thay x = 9 (thỏa mãn ĐKXĐ) vào biểu thức A ta được:

[bookmark: _GoBack]A= 
Vậy x = 9 thì biểu thức A = 3,5

Ví dụ 2. Cho hai biểu thức [image: ]   với 
Tính giá trị của biểu thức A khi x =25
Thay [image: ] (thỏa mãn ĐKXĐ) vào biểu thức A ta được 
[image: ]
PHẨN 2: Rút gọn biểu thức chứa căn thức.
Phần này yêu cầu HS có kỹ năng phân tích đa thức thành nhân tử, vận dụng hằng đẳng thức, kỹ năng cộng trừ nhân chia phân thức, quy tắc đổi dấu...
Để tránh sai lầm, lưu ý HS không làm tắt.
Các bước giải:
Bước 1: Tìm ĐKXĐ ( thường đề bài đã cho).
Bước 2: Tìm MTC => quy đồng mẫu => thu gọn tử => phân tích tử thành nhân tử.
Bước 3: Chia cả tử và mẫu cho NTC của tử và mẫu.
Bước 4: Khi nào biểu thức tối giản => hoàn thành việc rút gon.
I. Bài tập bổ trợ.
Bài 1: Phân tích các đa thức sau thành nhân tử.


Bài 2: Phân tích các biểu thức sau thành nhân tử.


Bài 3: Phân tích các biểu thức sau thành nhân tử.


Bài 4: Phân tích các biểu thức sau thành nhân tử.



Bài 5: Phân tích các biểu thức sau thành nhân tử ( có dạng: )


II. Bài tập về rút gọn biểu thức chứa căn thức.
Ví dụ1. 


Cho biểu thức  B = với 

Chứng minh B = 

Giải. Với , ta có :



Vậy B = (đpcm)
Ví dụ 2:  Cho biểu thức:        

                với a ≥ 0 , a≠1 
Rút gọn biểu thức A            
Giải: 
  Ta có:

              

                                                                  

         Vậy A =  

PHẨN III : Các bài toán liên quan.
Dạng 1: Tìm giá trị của x để P(x) = k (k là hằng số), hoặc P(x) = A(x)

Phương pháp giải: Giải phương trình 


Ví dụ 1: Cho biểu thức P =  với  x > 0, .

Tìm các giá trị của x để 2P = 
Giải





Cách 1 : Với x > 0, , ta có 2P = 2. = 

                                                           

                                                           


Vì nên (thỏa mãn ĐKXĐ)


             Vậy thì 2P = 


Cách 2: từ pt:  , ta đặt 
Ta được phương trình ẩn t sau: 2t2 +3t – 2 = 0

Giải pt bậc hai ẩn t, ta được  t = -2 (không thỏa mãn) và t = (thỏa mãn)




         Với t = => . Vậy thì  2P =             
Ví dụ 2



Cho biểu thức A =  và B =  với 

Tìm tất cả các giá trị của x để A = B.
Giải




Với , ta có A = B

                                                       
Cách 1: Bỏ dấu giá trị tuyệt đối bằng cách xét từng khoảng giá trị của biến.


Ta có = 


+) Với , ta có pt: 


Vì nên (thỏa mãn).


+) Với , ta có pt: 


Vì nên (thỏa mãn).


                         Vậy xthì A = B
Cách 2: Bỏ dấu giá trị tuyệt đối bằng cách sử dụng tính chất 

                                    


Vì nên 

+) Với  


            Vì nên (thỏa mãn).

+) Với  


           Vì nên (thỏa mãn).


                         Vậy xthì A = B


Cách 3. Ta có  và , nên ta có 



                     
Cách 4: Bỏ dấu giá trị tuyệt đối bằng cách bình phương hai vế.

Xét phương trình ,  Vì hai vế không âm ta bình phương hai vế:

                  


                                     





    Vì nên 


Ví dụ 3: Cho biểu thức P =  với .

Tìm tất cả các giá trị của x để P.
Giải.


Với , ta có P.




Vậy x = 9 thỏa mãn yêu cầu bài toán.

BÀI TẬP TỰ LUYỆN.

Bài 1: Cho biểu thức: P =    với a  > 0
1) Rút gọn P       
2) Tìm a để P = 2  



Bài 2: Cho biểu thức:   Với  và 
	1)  Rút gọn B                                                        
	2)  Tìm x để B = 3

Bài 3: Cho biểu thức:  
 	1)  Rút gọn D        

	2) Tính giá trị của D với x =        

          3)  Tính giá trị của x để  

Bài 4: Cho biểu thức 
	1) Rút gọn
          2) Tìm x để B = 3
 Bài 5.   Cho biểu thức  

             Với x ≥ 0, x ≠ 25
1) Rút gọn biểu thức A
2) Tìm giá trị của A khi x = 81
3) Tìm giá trị của x để A = -1



Bài 6.Cho hai biểu thức A=  và B =  với 
1) Tính giá trị của A khi x = 16
2) 
Đặt P = A +B. Chứng minh P = 
3) 
Tìm tất cả các giá trị của x để P = 



Bài 7. Cho hai biểu thức A=  và B =  với .
1) Tính giá trị của A khi x = 25.
2) Rút gọn B.
3) Tìm tất cả các giá trị của x để B = 2A.



Bài 8. Cho hai biểu thức A=  và B =  với .
1) Tính giá trị của A khi x = 25.
2) Rút gọn biểu thức P = A + B.
3) Tìm các giá trị của x sao P2 = 5P.

HD: Giải pt P2 = 5P



Bài 9. Cho hai biểu thức A =  và B =  với .
1) Tính giá trị của B khi x = 49
2) 
Đặt P = A.B. Chứng minh P = 
3) 
Tìm tất cả các giá trị của x để 


Bài 10. Cho biểu thức P =  với 
1) Rút gọn P.
2) 
Tìm tất cả các giá trị của x để P



Bài 11. Cho hai biểu thức A =  và B =  với 
1) Tính giá trị của A khi x = 49
2) 
Chứng minh B = 
3) Đặt M = A:B. Chứng tỏ rằng không có giá trị nào của x thỏa mãn 

                                         M.

Dạng 2: Tìm giá trị của x để P(x) > k ()(k là hằng số), 

                                     Hoặc P(x) > A(x) ()
PHƯƠNG PHÁP GIẢI CHUNG:
 +) Tìm x để P(x) >k <=> P(x) –k > 0
 +) Tìm x để P(x) > A(x) <=> P(x) – A(x) >0


Ví dụ 1: Cho biểu thức P =  với 

Tìm tất cả các giá trị của x để P <.
Giải:





Với , ta có P <<=>P - < 0 <=> - < 0 

                                           <=> 


Vì , do đó 


Vậy, kết hợp ĐKXĐ của bài ta có  thì P <
* Chú ý: Sai lầm HS thường mắc phải trong ví dụ này: 

 Với






Ta có P <<=>P <  <=> <

Mà nên không có giá trị nào của x thỏa mãn yêu cầu của bài toán.

Cách làm trên, Hs đã nhân chéo bằng cách áp dụng tính chất 
                                                                                     với điều kiện b > 0, d > 0

Trong bài này chưa xác định được dấu của nó. Vì vậy lưu ý HS khi sử dụng tính chất trên và nên nhắc nhở HS dùng phương pháp an toàn đó là chuyển vế => rút gọn=> xét dấu.



Ví dụ 2: Cho biểu thức P =  với . Tìm tất cả các giá trị của x đề P1.


Giải:  Với , ta có P1 

<=> 



+) Trường hợp: 

+) Trường hợp 

Vậy x = 0, hoặc x > 1 thì P1
* Chú ý: Sai lầm HS thường mắc phải trong trường hợp này.
+) HS “tích chéo” mà không chuyển vế.
+) Bỏ quên trường hợp “ = ”.


Ví dụ 3: Cho biểu thức P =  với . Tìm giá trị của x để P2 < P.
Giải. 


Cách 1: với , để P2 < P 



Vì 

Vậy  thì P2 < P.




Cách 2: Có P = =,  vì nên 

                     => P < 1 với mọi 


Do đó, để P2 < P thì P > 0 <=> > 0


Vậy  thì P2 < P.
Ví dụ 4:    Cho biểu thức                                                            Với x > 0, x ≠ 1

       1) Rút gọn biểu thức A.
       2)Tìm giá trị của x để 
Giải: 


1)

2)





    (vì x > 1)    .  
Vậy x > 9 thì 

Ví dụ 5: Cho biểu thức 	Với x > 0, x ≠1
1) Rút gọn biểu thức A

2) Với giá trị nào của x thì 
Giải:   

1)



2)  vì    
                                   
 Kết hợp với điều kiện xác định ta có 0 < x <1 
Ví dụ 6: Cho hai biểu thức [image: ]  và [image: ]  với [image: ] 
	1) Chứng minh: [image: ] 
	2) Tìm số x nguyên dương nhỏ nhất  thỏa mãn  [image: ] 
	Giải 


	1) Điều kiện: [image: ]
[image: ]
[image: ]

	2) [image: ]
Xét [image: ] với mọi [image: ]
Do đó (*) [image: ].
Kết hợp điều kiện ta có x =  2 thỏa mãn yêu cầu bài toán.
(Chú ý tìm x nguyên dương nhỏ nhất )


BÀI TẬP TỰ LUYỆN.


Bài 1: Cho biểu thức:   với a ≥ 0, a ≠ 2	
a/ Rút gọn P 
b/ Tìm giá trị của a để P < 1

Bài 2: Cho biểu thức: P = với x ≥ 0, x ≠ 9, x ≠ 4
    	1) Rút gọn P   
2) Tìm giá trị của x để P < 0

Bài 3: Cho biểu thức: P =	với x ≥ 0, x ≠ 9	
1) Rút gọn P     

           2)Tìm x để P <    

           Đ S: P = 

Bài 4: Cho biểu thức: P =
1) Rút gọn P		

2)Tìm giá trị của a để P >

Bài 5: Cho biểu thức: Q = . với x >0, x ≠4, x ≠9
.                1) Rút gọn biểu thức Q.
 2) Tìm tất cả các giá trị của x để Q < 1
Bài 6: Với x ≥ 0, x ≠ 9 cho hai biểu thức 
[image: de-thi-thu-vao-lop-10-mon-toan-thsc-van-khe-a]
         1) Rút gọn biểu thức B

         2)Tìm giá trị của x để B : A  <  -
Bài 7. Đề thi vào 10 Hà Nội năm 2013-2014


Với x > 0, cho hai biểu thức A = , B = 
1) Tính giá trị của biểu thức A khi x = 64
2) Rút gọn biểu thức B.
3) 
Tìm x để 
Bài 8. Đề thi vào 10 Hà Nội năm 2018-2019



Cho hai biểu thức A =  và B = với 
1) Tính giá trị của A khi x = 9.
2) 
Chứng minh B = .
3) 
Tìm tất cả các giá trị của x để 
* Chú ý: Sai lầm của HS thường mắc phải

                      Có 


     Đểthì 

HS không chú ý đến ,do đó chỉ xảy ra trường hợp “=”. Kết quả đúng là x = 4


Bài 9. 1) Cho biểu thức A = với . Tính giá trị của A khi x = 9.


2)Cho biểu thức B = với 
a) 
Chứng minh B = 
b) Tìm giá trị của x để B2 <B.
( Hoặc có thể thay bằng câu: Tìm giá trị nguyên lớn nhất của x để B2 <B)

Giải ra được . Vậy x = 8 thỏa mãn yêu cầu bài toán.



Bài 10. Cho hai biểu thức A =  và B = với 
1) Tính giá trị của A khi x = 9.
2) Đặt P = A.B. Chứng tỏ giá trị của P không phụ thuộc vào biến x.
3) 
Tìm x để .( Lưu ý trường hợp “=”).



Bài 11. Cho hai biểu thức A =  và B = với 
1) Tính giá trị của A khi x = 16.
2) Rút gọn biểu thức B.
3) 

Tìm các giá trị của x để .( Chú ý ĐK để xác định).



Bài12. Cho hai biểu thức A = , và B =  với 
1) Tính giá trị của B khi x = 49
2) 
Chứng minh A = .
3) 
Đặt P = A:Q. Tìm giá trị của x để 


HD: Ta có P = 
Bài 13: Cho các biểu thức      và       
     với  x  ≥ 0, x ≠ 4
1) Tính giá trị của biểu thức   khi x = 9
2) Rút gọn biểu thức 
3) Tìm các giá trị nguyên của x  để 
Bài 14 : Cho hai biểu thức    và     với  x  ≥ 0, x ≠ 4
1) Tính giá trị của biểu thức  khi x = 16
2) Chứng minh 
3) Tìm số nguyên dương  lớn nhất thỏa mãn 

DẠNG 3: RÚT GỌN BIỂU THỨC CHỨA BIẾN VÀ SO SÁNH
PHƯƠNG PHÁP GIẢI CHUNG:
Bước 1: Xét hiệu P(x) –k,  P(x) – A(x) => Thu gọn.
Bước 2: Xét dấu của hiệu P(x) –k,  P(x) – A(x) 
+) Nếu P(x) –k > 0 => P(x) > k 
+) Nếu P(x) –k < 0 => P(x) < k
Bước 3: Kết luận.
VÍ DỤ THAM KHẢO

Ví dụ 1: Cho biểu thức P =  với x > 0. So sánh P với 1.
Giải.

Cách 1. Xét P – 1 = 

Vì x > 0 nên . Vậy P > 1.


Cách 2. P = , Vì x > 0 nên 

Nên 


Ví dụ 2. Cho biểu thức P =  với  So sánh P với 4.
Giải.

Cách 1. Xét P – 4 = 



Vì x > 0 nên  và . Do đó  hay P – 4 > 0. 
Do đó P >4.


Cách 2. Ta có P =  với 

Vì x > 0, nên P = 

Áp dụng bất đẳng thức côsi cho hai số dương ta có 


. Hay P


Dấu “=” xảy ra khi ( không thỏa mãn vì ). 
Do đó P > 4.



Ví dụ 3: Cho P =  với  So sánh P và.
Giải.
Cách 1.


+) Vì x > 0 nên  và có 




Do đó P = > 0 với mọi xác định với mọi .

+ Lại có P =  do x > 0

Áp dụng bất đẳng thức côsi cho hai số dương ta có 


. Hay P


Dấu “=” xảy ra khi ( không thỏa mãn vì ). Nên P > 1


=> => 


Cách 2. + ta có:  P > 0 > 0 => P + > 0

+ xét P2 – P = P( P – 1) = 





=> P2 – P =  (P + )( P - ) > 0, vì P + > 0 => P - > 0 => P > 

Hoặc P2 – P > 0 => P2 > P => P > ( vì P > 0).
* Chú ý. Dạng này có thể đổi thành so sánh P với P2 ( với P dương) 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN.

Bài 1. Cho biểu thức: .

1/ Rút gọn .


2/ So sánh  và .
Hướng dẫn giải
ĐKXĐ: x > 0









với mọi :   suy ra  hay 



Bài 2. Bài 1. Cho hai biểu thức A = và B = với 
1) Tính giá trị của B khi x = 49.
2) Rút gọn biểu thức P = A – B. 
3) 
So sánh P với .



Cho hai biểu thức A =  và B =  với .
1) Tính giá trị của B khi x = 49
2) Đặt P = A.B. Rút gọn P 
3) 
So sánh P + với 3.


Bài 4. Cho biểu thức:  và Q = .

1/ Rút gọn .

2/ Rút gọn .


3/ So sánh  và .
Hướng dẫn giải

ĐKXĐ: 






3) 

Cách 1. 





với mọi  ta có:  hay 

Hay 
Cách 2. 
          Có A – A2 = A( 1- A), mà A > 0, 

1 – A <0 nên A(1-A) <0 

Suy ra 

Vậy 



Bài 5. Cho hai biểu thức: A =  và B =  với .

1/ Rút gọn biểu thức 



2/ So sánh  và  với điều kiện  có nghĩa.
Hướng dẫn giải






ĐKXĐ của : 







với mọi  ta có:  suy ra   hay 

Vậy .



Bài 6. Cho hai biểu thức:  và (với ).

1/ Rút gọn biểu thức ;


2/ So sánh  và .
Hướng dẫn giải





Ta có: 




với mọi  ta có:  hay suy ra .


Bài 7. Cho hai biểu thức: và .

1/ Rút gọn biểu thức .


2/ So sánh  với .
Hướng dẫn giải

1)ĐKXĐ: 









với mọi ta có: =>  .
DẠNG 4. RÚT GỌN BIỂU THỨC CHỨA BIẾN VÀ CHỨNG MINH BIỂU THỨC
PHƯƠNG PHÁP GIẢI CHUNG:
 + Để chứng minh P(x) >k, ta xét hiệu P(x) –k , sau đó chứng minh P(x) –k > 0
 + Để chứng minh P(x) > A(x), 
xét hiệu P(x) – A(x) => chứng minh P(x) – A(x) >0


Ví dụ 1: Cho biểu thức P =  với . Chứng minh P < 2.
Giải


Cách 1: Ta có P =  với , để chứng minh P < 2, 

ta xét hiệu P – 2 = 


Vì , nên hay P - 2 < 0 => P < 2(đpcm).
* Chú ý: Sai lầm của HS trong cách làm này:
 HS thường mắc sai lầm trong phần trình bày, đó là:
để chứng minh P < 2, ta xét hiệu P – 2 < 0




Vì , nên hay P - 2 < 0 => P < 2(đpcm).
HS đã nhầm sang cách trình bày của dạng 2.
Nhấn mạnh HS: Để chứng minh P>k
Bước 1. Xét hiệu P – k => thu gọn P-k
Bước 2. Chứng minh P- k >0.
Bước 3. Kết luận.


Cách 2: Ta có P =  với ,


Vì nên (đpcm)



Ví dụ 2: Cho biểu thức P = với . Chứng minh P <  .
Giải.



Cách 1. Để chứng minh P <  , xét hiệu = 

     Vì 

Do đó P <  (đpcm).


Cách 2. Ta có P = với .

+) Xét x = 0 ta có P = 0 <   (1) 


+) Xét x > 0, ta có P == 

Áp dụng bất đẳng thức côsi cho hai số dương ta có 




Dấu “=” xảy ra khi ( không thỏa mãn vì 

=> trường hợp “=” không xảy ra, do đó P <     (2)


Từ (1) và (2) suy ra P <   với mọi 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN.

Bài 1. Cho biểu thức: 

1/ Rút gọn .

2/ Chứng minh: .
Hướng dẫn giải

ĐKXĐ: 










Với mọi : 

Vậy  (Đpcm).


Bài 2. Cho biểu thức:  với x> 0; x9.

1/ Rút gọn  .

2/ Chứng minh  
Hướng dẫn giải










Với mọi : 

Vậy (Đpcm).



Bài 3. Cho các biểu thức:  và  (với )

1/ Rút gọn biểu thức .

2/ Chứng minh: Với mọi giá trị của x thỏa mãn điều kiện xác định thì 
Hướng dẫn giải












Với mọi : 


Bài 4. Cho biểu thức:  với 
1/ Rút gọn biểu thức trên


2/ Chứng minh rằng  với 
Hướng dẫn giải











Với mọi ta luôn có:  hay (Đpcm).



Bài 5. Cho hai biểu thức A=  và B =  với 
1) Tính giá trị của A khi x = 16
2) Đặt P = A +B. Rút gọn P  
3) Chứng minh P < 1.



Bài 6. Cho hai biểu thức A = và B =với  
1) Tính giá trị của biểu thức B khi x = 4.
2) Đặt P = A – B. Rút gọn P.
3) 
Chứng minh 


Bài 7. Cho hai biểu thức A= và B =  

với 
1) Tính giá trị của A khi x = 25.
2) 
Chứng minh B = 
3) Chứng minh rằng khi B > 0 thì A >3.
HD. B1 Giải bất pt B > 0 ta được x >1

        B2. Với , ta chứng minh A >3 



Bài 8. Cho hai biểu thức A =  và B =  với 
1) Tính giá trị của A khi x = 4.
2) Rút gọn B.
3) 
Cho P = A.B. Chứng minh 

HD: Chứng minh  



Bài 9. Cho hai biểu thức A= và B =  với 
1) Tính giá trị của A khi x = 49.
2) Rút gọn B.
3) 

Cho P = . Chứng minh 

HD: Chứng minh  
Dạng 5. Rút gọn và tìm giá trị của biến (là số nguyên, số thực) để biểu thức có giá trị nguyên.
A. Bài tập bổ trợ.
Bài 1. Tìm số nguyên x để các biểu thức sau có giá trị là số nguyên.
a) 




           b)            c)             d)             e) 
HD Giải.
a) 

Vì x là số nguyên nên 2x – 1 cũng là số nguyên, do đó để có giá trị là số nguyên thì 2x – 1Ư(3) = 
+ Với 2x – 1 = 1 suy ra x = 1(tm)
+ Với 2x – 1 = - 1 suy ra x = 0(tm)
+ Với 2x – 1 = 3 suy ra x = 2(tm)
+ Với 2x – 1 = - 3 suy ra x = - 1(tm)

Vậy x .
b) 

Vì x là số nguyên nên  x2 + 1 cũng là số nguyên, do đó để  có giá trị là số nguyên thì x2 + 1 Ư(5), vì x2 + 1 ≥ 1 nên  x2 + 1 
+ Với x2 + 1 = 1 suy ra x = 0(tm)
+ Với x2 + 1 =  5 suy ra x = ± 2(tm)

Vậy x .
c) 
Làm tương tự phần b,c. chú ý: x2 – x  + 1 = 

       Kết quả x .
d) Vì bậc của tử cao hơn bậc của mẫu, ta sẽ lấy tử chia cho mẫu được:

                     


Vì x là số nguyên nên x – 8, x + 8 cũng là các số nguyên, do đó để  có giá trị là số nguyên thì ( tiếp theo làm tương tự như phần a, b)
e) Trong phần này tử là một đa thức có bậc nhỏ hơn đa thức dưới mẫu, ta không thể làm như phần d được.
Để làm dạng này ta sẽ sử dụng tính chất chia hết.




Khi x nguyên thì x + 2, x2  + 4 cũng là số nguyên, do đó có giá trị là số nguyên thì nên  hay  

						suy ra 

								     

                                         nên x2  + 4Ư(8), vì x2 + 4 ≥ 4 do đó  x2 + 4 
+ Với x2 + 4 = 4 suy ra x = 0
+ Với x2 + 4 = 8 suy ra x = ±2
Vì cách này các bước biến đổi không tương đương nhau, nêu ta phải thử lại các kết quả.

Thử lại, ta thấy x = - 2 thỏa mãn. Vậy x = - 2 thì có giá trị là số nguyên.


Bài 2. Cho biểu thức P =  với 
1) Tìm các số nguyên x để P có giá trị là số nguyên.
2) 
Chứng minh rằng với x = thì P là số nguyên.
3) Tìm các số hữu tỉ x để P có giá trị là số nguyên.
Giải
1) Nhận thấy bậc của tử và mẫu bằng nhau, nên chia tử cho mẫu ta được.

      P = 

+ Để P là số nguyên thì phải là số nguyên

+ Khi x là số nguyên thì  hoặc là số nguyên (nếu x là số chính phương), hoặc là số vô tỉ ( nếu x không là số chính phương).








+ Để  là số nguyên thì không thể là số vô tỉ, do đó là số nguyên, suy ra + 1 Ư(5) , vì  ≥ 0 và + 1 ≥ 1 nên +1 
· 
Với +1 = 1 suy ra x = 0(tm). Khi đó P = 6
· 
Với +1= 5 suy ra x = 16(tm). Khi đó P = 2.
2) 

Với x = thì P = 
3) 

P = .  Để P là số nguyên thì phải là số nguyên

Trong trường hợp này x là số hữu tỉ ( ví dụ x = ), để tìm được các số hữu tỉ x để P là số nguyên ta sẽ dùng phương pháp đánh giá, tức là chặn P theo kiểu m ≤ P ≤ n với m,n là các số nguyên.
Cách 1: Dùng bất đẳng thức.



+ Ta có ≥ 0 nên +1 > 0 suy ra > 0  (1)




+ Vì ≥ 0 nên +1 ≥ 1  do đó  suy ra  (2)


+ Từ (1) và (2) ta có  0 <  ≤ 5, mà  là số nguyên 


                                                          nên  
· 


Với = 1 suy ra thì  (tm)
· 


Với = 2 suy ra thì  (tm)
· 


Với = 3 suy ra thì  (tm)
· 


Với = 4 suy ra thì  (tm)
· 


Với = 5 suy ra thì  (tm)

                      Vậy x

Cách 2. Đặt = n Z , n > 0



Ta có = n suy ra suy ra 


Vì ≥ 0 nên ≥ 0 => 0 < n ≤ 5

Tiếp tục làm như cách 1 ta tìm được x.
=> Dù là dạng toán yêu cầu tìm x nguyên hay x là số thực để biểu thức P có giá trị nguyên, nếu P có bậc trên tử ≥ bậc dưới mẫu ta đều lấy tử chia cho mẫu.
II. Bài tập vận dụng.
Dạng 5.1. Tìm số nguyên x (x là số tự nhiên) để biểu thức P có giá trị nguyên.


Ví dụ 1. Tìm các số nguyên x để P =  ( với có giá trị là số nguyên


Giải. Với , ta có P = 



    P có giá trị nguyên khi có giá trị nguyên, nênƯ(3), mà 



    Do đó  khi đó suy ra 


Ví dụ 2. Cho biểu thức P =  với 
Tìm các số nguyên x để P nhận giá trị nguyên.


Giải . Với , ta có P = 
· Với x = 15 thì P = 0 Z
· Với x ≠ 15, 

             Nếu x Z thì 

             Vì x  Z nên x – 15  Z , do đó để P nhận giá trị nguyên thì 


               nên suy ra 


Do đó để P có giá trị nguyên thì Ư(6), vì x > 0 nên 

                                                Do đó khi đó x = 9(không tm).
                       Vậy x = 15 thì P nhận giá trị nguyên.


Ví dụ 3. Cho biểu thức P =  với .
Tìm các số nguyên x để P nhận giá trị nguyên.
HD
Cách 1. Khi P nhận giá trị nguyên thì 3P cũng nhận giá trị nguyên.

+ Ta có 3P = . 




Để 3P nguyên thì Ư(5), vì > 0, nên 
· 
Với =1 suy ra x = 1 và 3P = 6 thì P = 2(tm).
· 

Với = 5 suy ra x = 25 và 3P = 2 thì P = (không tm).
                  Vậy x = 1 thì P nhận giá trị nguyên.


+ Cách 2. Để P nhận giá trị nguyên thì phải nguyên => + 5 cũng nguyên.











Khi đó + 53 thì 3(+ 5)3 suy 15 3 nên 5 , do đó Ư(5), 



vì > 0, nên 
· 
Với =1thì x = 1 và 3P = 6 suy ra P = 2(tm).
· 

Với = 5 thì x = 25 và 3P = 2 suy ra P =  (không tm).
                     Vậy x = 1 thì P nhận giá trị nguyên.
Dạng 5.2. Tìm x là số hữu tỉ ( số thực) để P có giá trị nguyên.


Ví dụ 1. Cho biểu thức P =  với . Tìm x để P nhận giá trị nguyên.


Cách 1. + Với  ta có P = > 0  (1)




            + Vì nên suy ra  do đó 	

										hay P    (2)


            + Từ (1) và (2) ta có 0 < P , mà P nhận giá trị nguyên, nên P
· 
Với P = 1 thì = 1 suy ra x = 16 (tm)
· 

Với P = 2 thì = 2 suy ra x =  (tm)

	Vậy với xthì P nhận giá trị nguyên.

Cách 2. Biểu thị theo P.





Với  ta có suy ra được = , vì ≥ 0  nên  ≥ 0, mà  P > 0



nên  suy ra  0 < P , vì P nhận giá trị nguyên, nên P…


Ví dụ 2. Cho biểu thức P =  với . Tìm x để P nhận giá trị nguyên
HD


Cách 1. + Với  ta có P =   (1)

Đến đây có thể chặn giá trị của P hoặc 
* Chặn giá trị của P




            + Vì nên suy ra  do đó 

								suy ra	 

										hay P    (2)


            + Từ (1) và (2) ta có 1 < P , mà P nhận giá trị nguyên, nên P




* Chặn giá trị của , lập luận , mà  nhận giá trị nguyên, nên 


Ví dụ 3. Cho biểu thức P =  với . Tìm x để P nhận giá trị nguyên.
Lời giải tham khảo
Cách 1. 




+ Với , ta có P =  suy ra 2P = = 5 - < 5

                                                                            nên  P <  (1)



Vì + 2 ≥ 2 nên  suy ra; Hay 2P ≥ - 5 do đó P ≥  (2).



+ Từ (1) và (2) suy ra ≤ P ≤ , mà P nhận giá trị nguyên, nên P


Cách 2. Với , ta có P = 




Vì + 2  > 0 nên > 0; do đó   < 1; suy ra  . 

								Hay  P <  (1)




Vì + 2 ≥ 2  nên   suy ra  do đó  

                                                                                     Hay P ≥  (2).



Cách 3. Biểu thị theo P => = 



+ Giải đk ≥ 0 ta có  ≤ P ≤ 

+ Giải đk x ≠ 4. Từ đó suy ra P  …=> x…



[bookmark: _Hlk182129486]Ví dụ 4. Cho biểu thức P =  với . Tìm các giá trị của x để  nhận giá trị nguyên.
Lời giải tham khảo


+ Vì x > 0 nên ta có P =  = 

Áp dụng bất đẳng thức côsi cho hai số dương  ta được: 


 suy ra. Hay P ≥ 8

Dấu “=” xảy ra khi (không tm), nên P > 8.



Do đó , vì  nhận giá trị nguyên, nên =1 suy ra P = 9 


+) ta có = 9 , suy ra 

Biến đổi, ta được , ta có: 


			 


Ví dụ 5. Cho biểu thức P =  với . Tìm các giá trị của x để P nhận giá trị nguyên.
Giải 

Cách 1. Để P nguyên, điều kiện cần là  phải có giá trị nguyên

Do đó để P = có giá trị nguyên thì 


, suy ra  

                                                                    hay 

	                 suy ra


                               do đó  nên Ư(3)


vì  x ≥ 0 nên , do đó  
· 

Với  nên, ta được x = 0 
· 


Với  nên  suy ra , ta được x = 1
Thử lại: với x = 0 ta có P = 2(tm)
             với x =  1 ta có P = 1(tm)
Vậy …
Cách 2. Sử dung điều kiện có nghiệm của phương trình bậc hai một ẩn.


Với , ta có P = > 0


           Suy ra hay 

Đặt = t ≥ 0, ta được phương trình bậc hai ẩn t với P là tham số:
                              Pt2 + (P-1)t + P – 2 = 0 (*)

ta có: 

Để tồn tại giá trị P thì pt (*) phải có nghiệm thì   ≥ 0 hay  

Ta có . 

Do P nguyên, nên P- 1 cũng nguyên, suy ra (P – 1)2 
Nếu (P – 1)2 = 0  thì P = 1, ta có x = 1(tm)
Nếu (P – 1)2 = 1 thì  P = 2 (vì P > 0) ta có x = 0(tm).





BÀI TẬP TỰ LUYỆN.

Bài tập1. Cho hai biểu thức  


			và  với 
1) Tính giá trị của A khi x = 4 
2) 
Rút gọn biểu thức P = B.A ( kết quả  )
3) Tìm các giá trị nguyên của x để P nhận giá trị nguyên 
4) Tìm các giá trị của x để P nhận giá trị nguyên

                     Biến đổi 

Bài tập 2 : Cho hai biểu thức 


			và  với 
1) Tính giá trị của biểu thức A tại x = 9
2) 
Chứng minh rằng 
3) Tìm các giá trị nguyên của x để P = A.B nhận giá trị nguyên.
4) Tìm giá trị của x để P = A.B đạt giá trị nguyên nhỏ nhất.

Bài tập 3. Cho biểu thức   


			và  với 
1) Tính giá trị của B khi x = 36
2) Rút gọn biểu thức A
3) Tìm các giá trị nguyên nhỏ nhất của x để P = A.B có giá trị nguyên

Bài tập 4. Cho hai biểu thức  


			và         (với )
1) 
Tính giá trị của biểu thức A khi .
2)  Rút gọn biểu thức B.
3) 

Tìm tất cả các giá trị nguyên của  để biểu thức  có giá trị nguyên.
Bài tập 5.
1) 
Cho biểu thức A = . Tính giá trị của biểu thức A khi x = 36.
2) 

Rút gon biểu thức B =  với 
3) Với các biểu thức A, B nói trên, hãy tìm các giá trị nguyên của x để B(A- 1) là số nguyên.

Bài tập 6. Cho hai biểu thức A = 


				 B =  với 
1) Tính giá trị của biểu thức A khi x = 9
2) Rút gọn biểu thức B.
3) Tìm tất cả các số nguyên của x để biểu thức P = A.B đạt giá trị nguyên lớn nhất.

Bài tập 7. Cho hai biểu thức A =  


				 B =  với 
1) Tính giá trị của A khi x = 16
2) 
Chứng minh B = 
3) Tìm các số thực x để biểu thức P = A:B nhận giá trị là một số nguyên âm.

Bài tập 8. Cho hai biểu thức A = 


				 B = với 
1) Tính giá trị của biểu thức B khi x = 9.
2) 
Chứng minh A = 
3) Đặt P = A:B. Chứng minh rằng: Không tồn tại số thực của x để P là số nguyên.

Bài tập 9. Cho hai biểu thức A = 


				và B =  với 
1) Tính giá giá trị của B khi x = 4.
2) 
Chứng minh A = 
3) 
Đặt P = A:B. Tìm x để là số nguyên.
Dạng 6. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức.
* Quy tắc chung: 
+ Nếu biểu thức có bậc trên tử ≥ bậc của mẫu thì lấy tử chia cho mẫu.
+ Bài toán tìm min, max: phải tồn tại dấu bằng xảy ra.
* Bất đẳng thức thường dùng:
1) A2 ≥ 0. Dấu “ =” xảy ra khi A = 0

2) . Dấu “ =” xảy ra khi A = 0

3) Bất đẳng thức côsi( hay AM-GM) cho hai số không âm: . Dấu “=” xảy ra khi a = b.
Dạng 6.1: Tìm các giá trị của x để biểu thức P đạt giá trị nhỏ nhất.


Ví dụ 1: Cho biểu thức P =  với . Tìm tất cả các giá trị của x để P đạt giá trị nhỏ nhất.
Giải 



+ Với , ta có P = = 2 - 




Vì nên  suy ra  suy ra , 
                                       dấu “ =” xảy ra khi x = 0 (tm).
                                        Vậy min P = -3 khi x = 0.

Ví dụ 2: Cho biểu thức P =   với x > 0. Tìm x để P đạt giá trị nhỏ nhất.
Lời giải tham khảo


Với x > 0, ta có P =  = 

Áp dụng bđt côsi cho hai số dương , ta được:

                         

                         


Dấu “=” xảy ra khi thì  (tm). Vậy min P = 3 khi x = 1.


Ví dụ 3. Cho biểu thức P =  với . Tìm x để P đạt giá trị nhỏ nhất.
Giải.


Với , ta có P = 

Áp dụng bđt côsi cho hai số dương , ta được:





Dấu “=” xảy ra khi  

					suy ra 
					x = 4 (tm). Vậy min P = 4 khi x = 4.


Ví dụ 4. Cho biểu thức A =  với .

           Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P = .
Giải


Với , ta có  P = 
* Chú ý sai lầm HS thường mắc phải:

Áp dụng bất đẳng thức côsi cho hai số dương  ta được :




Dấu “=” xảy ra khi  suy ra 

					

					 x = . Kết luận….


- Lời giải trên cho kết quả không đúng, vì x =  không thỏa mãn đk .
* Lời giải đúng:



- Chú ý vì . Do đó nếu áp dụng bất đẳng thức côsi thì có thể dấu “ =” xảy ra khi . Do đó phải phân tích biểu thức P tiếp theo đk dấu “=” xảy ra khi .

Ta có P = 

+ Áp dụng bất đẳng thức côsi cho hai số dương , ta được:

	


Dấu “ =’’ xảy ra khi suy ra 


+ Vì nên . Dấu “=” xảy ra khi x = 1(tm)

Do đó P . Dấu “=” xảy ra khi x = 1. 


[bookmark: _Hlk87775659]* Hoặc ta giữ nguyên ,tách 

Ta có  P = 

Dấu “=” xảy ra khi 

		Vậy ….
Dạng 6.2: Tìm các giá trị của x để biểu thức P đạt giá trị lớn nhất.


Ví dụ 1. Cho biểu thức P =  với . Tìm tất cả các giá trị của x để P đạt giá trị lớn nhất.
Giải.



Với , ta có P = =  

Vì x ≥ 0 nên . 

								Hay P 
Dấu “=” xảy ra khi x = 0. 

Vậy max P = khi x = 0.



Ví dụ 2. Cho biểu thức A =  với . Tìm  giá trị của x để P = A - đạt giá trị lớn nhất.
Giải.




Cách 1: Với , ta có  P = - = 

                                                                          												


Vì , nên suy ra P  -5

Dấu “=” xảy ra khi 
	Vậy….
Cách 2: Dùng bđt côsi.




 Với , ta có  P = - =  

Áp dung bất đẳng thức côsi cho hai số dương ta được:

				

			

Dấu “=” xảy ra khi 
Vậy….
Cách 3: Dùng đk có nghiệm của pt bậc hai.




+ Với , ta có  P = - = 




+ Từ  P = - suy ra , ta có pt: 

Coi phương trình (*) là phương trình bậc hai của , ta có:
					 = (P- 1)2 - 36
Để tồn tại giá trị của P thì pt (*) phải có nghiệm, nên   ≥ 0



Suy ra (P- 1)2 - 36 ≥ 0 suy ra , nên ta có  hoặc 
Vì P < 1 nên P – 1 ≤ - 6 hay  P ≤ - 5

Dấu “ =” xảy ra khi 

 Vậy max P = - 5  khi .


Ví dụ 3. Cho biểu thức P =   với . Tìm tất cả các giá trị của x để P đạt giá trị lớn nhất.
Giải: 


Cách 1: Ta có  nên 



Hay P dấu “=” xảy ra khi ≥ 0 khi  x = (tm)


Vậy max P =  khi x = .
Cách 2: Sử dụng đk có nghiệm của pt bậc hai.


Ví dụ 4. Cho biểu thức P =  với . Tìm giá trị của x để P đạt giá trị lớn nhất.
Lời giải tham khảo


Cách 1:  Ta có  và , nên suy ra B ≥ 0
+ Khi x = 0 thì P = 0  (1)

+ Khi x > 0 thì P > 0, ta có 

Áp dung bất đẳng thức côsi cho hai số dương ta được:

		

	 (2)

 Dấu bằng xảy ra khi 

+ Từ (1) và (2) suy ra max P =  khi x = 9.
Cách 2: Sử dụng đk có nghiệm của pt bậc hai.


* Chú ý 1: HS thường mắc sai lầm khi đưa vể mà không xét trường hợp x = 0 ( biểu thức  chỉ xác định khi x > 0).
* Chú ý 2. Khi tìm cực trị của biểu thức, nhiều khi ta thay điều kiện để biểu thức này đạt cực trị bởi điều kiện tương đương là biểu thức khác đạt cực trị.
        Như:  	- P lớn nhất khi và chỉ chi P nhỏ nhất.

		 lớn nhất khi và chỉ khi P nhỏ nhất với P > 0.
		P lớn nhất khi và chỉ khi P2  lớn nhất với P > 0
Dạng 6.3. Tìm x nguyên ( hoặc x là số tự nhiên) để biểu thức đạt GTLN,GTNN.


Ví dụ 1. Cho biểu thức P =  với . Với x nguyên , tìm giá trị lớn nhất của P.
Lời giải tham khảo.

+ Khi 0 ≤< 3, thì P < 0.

+ Khi > 3 thì x > 9 thì P > 0.
Do đó P đạt giá trị lớn nhất khi P > 0, 



ta có P = , suy ra P lớn nhất khi - 3 nhỏ nhất, khi đó  nhỏ nhất suy ra x nhỏ nhất, mà x > 9, x nguyên, nên suy ra x = 10.

Khi đó max P = 

Vậy x = 10 thì Pmax = 


Cách 2. Vì x > 9, x nguyên nên x ≥ 10  suy ra  suy ra 


Dấu “=” xảy ra khi x = 10.
Vậy…

Ví dụ 2. Cho biểu thức P =  với x ≥ 0, x ≠ 4. Tìm giá trị lớn nhất của P khi x là số tự nhiên và x < 101.
Lời giải tham khảo.

+ Với x ≥ 0, x ≠ 4, ta có P = 
Vì x < 101, x là số tự nhiên nên x ≤ 100 

	suy ra 

nên 
Dấu “=” xảy ra khi x = 100.

Vậy khi x = 100 thì Pmax = .
BÀI TẬP TỰ LUYỆN.

Bài 1. Cho các biểu thức  


				và  với 
1) Tính giá trị của Q khi x = 4
2) 
Chứng minh 
3) 
Tính giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
Bài 2.( Đề năm 2020-2021).



Cho hai biểu thức A =  và B =  với 
1) Tính giá trị của A khi x = 4
2) 
Chứng minh B = 
3) 
Tìm tất cả giá trị của x để biểu thức P = 2.AB +  đạt giá trị nhỏ nhất.

Bài 3. Cho các biểu thức  


				và  với 
1) Tính giá trị của P khi x = 4
2) 
Chứng minh 
3) 
Tính giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

[bookmark: _Hlk182210790]Bài 4. Cho hai biểu thức A =  


		và B =   với 
1) Tính giá trị của A khi x = 16
2) 
Chứng minh B = 
3) Tìm giá trị của x để biểu thức P = A.B đạt giá trị lớn nhất.



Bài 5. Cho hai biểu thức A =  và B =  với 
1) Tính giá trị của A khi x = 16
2) 
Chứng minh B = 
3) 
Tìm giá trị nguyên của x để biểu thức P =  đạt giá trị lớn nhất.
* Chú ý đk để P xác định.

Bài 6. Cho hai biểu thức A =  


		và B =   với 
1) Khi x = 81, tính giá trị của biểu thức A
2) Rút gọn biểu thức B
3) Với x > 9, tìm giá trị nhỏ của biểu thức P = A.B



Bài 7. Cho hai biểu thức A =  và B =  với 
1) Tính giá trị của A khi x = 16
2) 
Chứng minh B = 
3) 
Tìm giá trị của x để biểu thức P =  đạt giá trị nhỏ nhất.
* Chú ý đk để P xác định.
Bài 8. ( Đề năm 2015-2016).



 Cho hai biểu thức P =  và Q =  với 
1) Tính giá trị của P khi x = 9
2) Rút gọn Q.
3) 
Tìm  x để biểu thức  đạt giá trị lớn nhất.
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