CHUYÊN ĐỀ: MỘT SỐ BÀI TOÁN HÌNH HỌC TRONG MẶT PHẲNG
  A. Kiến thức cơ bản
I. Hệ thức lượng trong tam giác vuông và tỉ số lượng giác của góc nhọn
1. Tỉ số lượng giác của góc nhọn
	ΔABC vuông tại A		

Đặt  khi đó:



	[image: ]




Kết quả suy ra: α là góc nhọn thì:




2. Tiếp tuyến của đường tròn
[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]
3. Vị trí tương đối của hai đường tròn
Hai đường tròn (O; R) và (O’; r) với R ≥ r
- Cắt nhau nếu R – r < OO’ < R + r
- Tiếp xúc ngoài nếu OO’ = R + r
- Tiếp xúc trong nếu OO’ = R – r với R > r.
- Không cắt nhau nếu OO’ > R + r hoặc OO’ < R – r 
4. Công thức tính số đo góc liên quan tới đường tròn.

	[image: ]

Góc ở tâm
	



= sđ
	[image: ]
Góc nội tiếp
	




=sđ



5. Công thức tính độ dài đường tròn, độ dài cung tròn, diện tích hình tròn, diện tích hình quạt tròn, diện tích hình vành khăn
	[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]
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Hình vành khuyên
	


S=(R12-R22)
 với R1>R2
	


﻿6. Tứ giác nội tiếp
- Tứ giác có bốn đỉnh cùng nằm trên một đường tròn gọi là tứ giác nội tiếp đường tròn (gọi tắt là tứ giác nội tiếp).
- Trong một tứ giác nội tiếp đường tròn, tổng số đo hai góc đối diện bằng 180°. 
- Mỗi hình chữ nhật là một tứ giác nội tiếp đường tròn. Tâm của đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật là giao điểm của hai đường chéo và mỗi đường chéo là một đường kính.


- Mỗi hình vuông là một tứ giác nội tiếp đường tròn. Tâm của đường tròn ngoại tiếp hình vuông là giao điểm của hai đường chéo và mỗi đường chéo là một đường kính của đường tròn đó. Bán kính của đường tròn ngoại tiếp hình vuông cạnh là 
B. Bài tập 
I. Bài tập về hai tiếp tuyến và một cát tuyến kẻ từ một điểm đến một đường tròn

Bài 1: Cho đường tròn [image: ]. Từ [image: ] trên [image: ], kẻ tiếp tuyến [image: ] với [image: ]. Trên đường thẳng [image: ] lấy điểm [image: ] bất kỳ ([image: ] khác [image: ]), kẻ cát tuyến [image: ], gọi [image: ] là trung điểm của [image: ], kẻ tiếp tuyến, kẻ [image: ]. Gọi [image: ] là giao điểm của [image: ] và [image: ], [image: ] là giao điểm của [image: ] và [image: ]. 
a) Chứng minh năm điểm [image: ] cùng thuộc 1 đường tròn.
b) Chứng minh:[image: ] và [image: ].
c) Chứng minh tứ giác [image: ] là hình thoi.
d) Chứng minh ba điểm [image: ] thẳng hàng. 
                                       Hướng dẫn:

	
[image: ]
a) Chứng minh năm điểm [image: ] cùng thuộc 1 đường tròn.
Do MA là tiếp tuyến kẻ từ M của (O) tại tiếp điểm A nên MA  OA 
Do đó OAM vuông tại A, cạnh huyền OM
Suy ra O, A, M cùng thuộc đường tròn đường kính OM (1)
Tương tự OBM vuông tại B, cạnh huyền OM
Suy ra O, B, M cùng thuộc đường tròn đường kính OM (2)
Do ONP cân tại O có OK là đường trung tuyến 
Chứng minh OK  đồng thời là đường cao của ONP
Do đó OKM vuông tại K, cạnh huyền OM
Suy ra O, K, M cùng thuộc đường tròn đường kính OM (3)
Từ (1), (2)  và (3) suy ra 5 điểm [image: ], K cùng thuộc 1 đường tròn đường kính [image: ]
b) Chứng minh:[image: ] và [image: ].
b) Vì MA và MB là hai tiếp tuyến của (O) nên MA = MB (t/c hai tiếp tuyến cắt nhau)
Lại có OA = OB (cùng bằng bán kính)
Do đó OM là đường trung trực của AB 

Suy ra 
Do 4 điểm O, A M, B cùng thuộc đường tròn đường kính OM (cm câu a) nên OAMB là tứ giác nội tiếp.

Suy ra (hai góc nội tiếp cùng chắn cung OB)

Do đó 

Tương tự có
c) Chứng minh tứ giác [image: ] là hình thoi.
Ta có OA // BH (cùng vuông góc với MA)
OB // AH ( cùng vuông góc với MB)
Suy ra [image: ] là hình bình hành ( có 2 cặp cạnh đối song song)
Lại có OA = OB do [image: ]là hình thoi    
d) Chứng minh ba điểm [image: ] thẳng hàng. 


 Vì tứ giác OAHB là hình thoi (cm câu c) nên là phân giác  ( t/c đường chéo hình thoi)


Lại có   là phân giác  ( t/c 2 tiếp tuyến cắt nhau)
Suy ra O, H, M thẳng hàng
Bài 2: Cho đường tròn (O) và điểm A cố định nằm ngoài đường tròn  (O). Kẻ hai tiếp tuyến AM và AN với đường tròn. (M, N là tiếp điểm). Qua kẻ cát tuyến ABC không đi qua tâm O (AB < AC và N thuộc cung nhỏ BC). Gọi H, K thứ tự là giao điểm của MN với AO và BC. Gọi I là trung điểm của dây BC.
a)  Chứng minh 4 điểm A, M, O, I cùng thuộc một đường tròn.
b)  Chứng minh AH.AO= AK.AI 
c)  Tiếp tuyến của (O) tại B và C cắt nhau tại E. Chứng minh khi cát tuyến ABC thay đổi thì E luôn thuộc một đường cố định.
                                Hướng dẫn:

[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]
a)  Chứng minh 4 điểm A, M, O, N cùng thuộc một đường tròn.
Vì AM là tiếp tuyến, suy ra được  .

Chứng minh OI BC suy ra 

Vì  Nên AMO vuông tại M, cạnh huyền AO.
Suy ra A,M,O cùng thuộc đường tròn đường kính AO 

 Vì  Nên AIO vuông tại I, cạnh huyền AO. 
Suy ra A,I,O cùng thuộc đường tròn đường kính AO 
Do đó A,M,O,I cùng thuộc đường tròn đường kính AO 
b)  Chứng minh AH.AO= AK.AI 

Chứng minh  được AO  MN tại H  

Chứng minh được AHK [image: ] AIO   (1)
	c)  Tiếp tuyến của (O) tại B và C cắt nhau tại E. Chứng minh khi cát tuyến ABC thay đổi thì E luôn thuộc một đường cố định.

Chứng minh được O,I,E thẳng hàng và 
Chứng minh được OIN [image: ] ONE (c.gc)

   (4)
Chỉ ra được N thuộc đường tròn ngoại tiếp tứ giác AMOI 
 tứ giác MOIN nội tiếp

  (5)

Từ (4) và (5)   (6)

Chứng minh OMN cân tại O  (7)

Từ  (6) và (7)    M, N, E thẳng hàng
 E thuộc đường thẳng MN cố định
	[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]


















Bài 3: Cho đường tròn  đường kính  và  là một điểm trên đường tròn ( khác  và ). Kẻ . Gọi  là trung điểm của ,  cắt tiếp tuyến tại  của  tại ,  cắt  tại .
a) 


Chứng minh  và  vuông tại .
b) 

Chứng minh  là tiếp tuyến của đường tròn .
c) 

Chứng minh  là trung điểm của .
Hướng dẫn:
	


a) Chứng minh  và  vuông tại .




Chỉ ra  cân tại , trung tuyến  


Chỉ ra  là góc nội tiếp chắn nửa đường tròn (O) nên  = 900


Suy ra vuông tại .


b) Chứng minh  là tiếp tuyến của đường tròn .

Chỉ ra 



 nên  là tiếp tuyến của đường tròn .
	[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]




c) Chứng minh  là trung điểm của .



Gọi  và  cắt nhau tại .

Chỉ ra .




Vì  ( cùng vuông góc với ) nên  và 



Từ đó ta có  ( vì )
Do đó K là trung điểm của CH.





















Bài 4: Cho đường tròn  đường kính . Qua  vẽ tiếp tuyến  của đường tròn . Trên  lấy điểm  (  khác ), từ  vẽ tiếp tuyến  của đường tròn (  là tiếp điểm). Gọi  là giao điểm của  và . Đường thẳng  cắt đường tròn  tại  (  nằm giữa  và )


a) Chứng minh  tại .


b) Chứng minh rằng  và 







[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]c) Gọi  là trung điểm của . Tiếp tuyến tại  của đường tròn  cắt  tại . Chứng minh  thẳng hàng.
Hướng dẫn:



a) Chỉ ra  là trung trực của  nên 


b) . Chỉ ra 

Suy ra    (1)


* Chỉ ra vuông tại D từ đó  chỉ ra 

Suy ra  (2)

Từ (1) và (2) Nên .

* vì  chung 


c) Chỉ ra  từ đó chứng minh 


Và  mà 

Khi đó 


Mà , nên  thẳng hàng.









Bài 5: Cho nửa đường tròn tâm , đường kính . Trên nửa đường tròn lấy điểm  bất kì ( khác  và ). Tiếp tuyến tại  và tiếp tuyến tại  cắt nhau tại 
a) 
Chứng minh bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn.
b) 





 cắt  tại . Chứng minh  vuông góc với  và 
c) 


Tia  cắt nửa đường tròn tại . Chứng minh 
d) 




Tia  cắt  tại . Chứng minh  là trung điểm của 
Hướng dẫn:
a) 

Chứng minh  cùng thuộc đường tròn có tâm là trung điểm của .
b) 


Chỉ ra  là trung trực của  nên 

Chứng minh 
c) 
[image: ]Từ 
d) 
Chỉ ra 


	


Chứng minh 

Từ .














Bài 6: Cho điểm  nằm ngoài đường tròn . Gọi  là hai tiếp tuyến với đường tròn  ( và  là hai tiếp điểm). Kẻ đường kính  của . Gọi  là giao điểm của  và ,  là trung điểm của .
a) 
Chứng minh tứ giác là hình chữ nhật.
b) 




Cho biết  cắt  tại . Chứng minh  là tiếp tuyến .
c) 



Đường thẳng qua  và vuông góc với  cắt tia  tại . 


Chứng minh  là trung điểm của .
[bookmark: _GoBack]Hướng dẫn:
[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]

a) Chứng minh tứ giác là hình chữ nhật.


Chỉ ra  cân tại 


Chỉ ra  và  

Lại có  (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn (O))

Nên  là hình chữ nhật.





b) Cho biết  cắt  tại . Chứng minh  là tiếp tuyến .

Chứng minh 


Vậy  là tiếp tuyến 






c) Đường thẳng qua  và vuông góc với  cắt tia  tại . Chứng minh  là trung điểm của .


Chứng minh  	






Gọi  cắt  tại . Chỉ ra  thay vào  ta được 

Chỉ ra  ( góc ngoài tam giác) 

                   






 trùng  là trung điểm của 








Bài 7: Cho điểm  nằm ngoài đường tròn . Từ  kẻ các tiếp tuyến  tới đường tròn ( là các tiếp điểm). Gọi  là giao điểm của  với . 

a) Chứng minh  cùng thuộc một đường tròn.


b) Chứng minh  tại .




c) Nếu . Tính  theo  và số đo .






d) Kẻ đường kính  của đường tròn ,  cắt tại điểm thức hai là . Chứng minh rằng .
                                Hướng dẫn:
[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]


a) Chỉ ra  cùng thuộc đường tròn có tâm là trung điểm của .



b) Chỉ ra  là trung trực của 


 tại .





Gọi  cắt  tại . Vì  mà 


Chỉ ra  là tam giác đều .



c) Chỉ ra 

Chỉ ra .

Từ đó suy ra .
Bài 8: Cho đường tròn [image: ] đường kính [image: ]. Kẻ tiếp tuyến [image: ], lấy [image: ] trên [image: ] 
([image: ]). Từ [image: ] kẻ tiếp tuyến [image: ] với [image: ].
a) Chứng minh rằng bốn điểm [image: ] cùng thuộc 1 đường tròn.
b) Chứng minh: [image: ].
c) Đường thẳng vuông góc với [image: ] tại [image: ] cắt tia [image: ] tại [image: ]. Chứng minh tứ giác [image: ] là hình bình hành.
d) Giả sử [image: ] cắt [image: ] tại [image: ]; [image: ] cắt [image: ] tại [image: ]; [image: ] cắt [image: ] tại [image: ]. Chứng minh [image: ] thẳng hàng.
                                                 Hướng dẫn
[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]
a)[image: ] cùng nằm trên đường tròn đường kính [image: ]
b) Ta có: [image: ]
c) [image: ], ta lại có [image: ] nên [image: ] là hình bình hành
d) Ta có: [image: ], mà [image: ] là trực tâm [image: ]
Chứng minh được tứ giác [image: ] là hình chữ nhật [image: ] là trung điểm [image: ]
Lại có: [image: ] cân tại [image: ]
Từ [image: ] thẳng hàng.










Bài 9: Cho điểm  thuộc đường tròn  đường kính  sao cho . Gọi  là trung điểm của . Tiếp tuyến tại  của đường tròn  cắt  tại .
a) 
Chứng minh 
b) 

Chứng minh  là tiếp tuyến của đường tròn 
c) 




Đường thẳng  cắt  tại . Gọi  là trung điểm của .

Chứng minh  cùng thuộc một đường tròn.
d) 





Gọi  là trung điểm của ,  cắt  tại .  Chứng minh  thẳng hàng.
Hướng dẫn:
[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]
a) 
Chứng minh .

Chứng minh 
b) 
Chỉ ra 


Nên  là tiếp tuyến của đường tròn  
c) 
Chứng minh 


Chỉ ra  cùng cách đều trung điểm của 

Nên cùng thuộc đường tròn có tâm là trung điểm của .
d) 

Gọi  là trung điểm của 

Chỉ ra  là các đường trung bình

Chỉ ra 


Mà  mà 

Vậy  thẳng hàng.











Bài 10: Cho đường tròn , đường kính . Lấy  thuộc đường tròn ( khác  và ) . Tiếp tuyến tại  của đường tròn  cắt đường thẳng  tại .
a) 

Chứng minh  vuông và 
b) 



Gọi  là trung điểm của . Chứng minh  là tiếp tuyến của .
c) 




Tia  cắt tiếp tuyến tại  của đường tròn  tại . Chứng minh .
Hướng dẫn:
a) 


[image: ] có  là trung tuyến mà 


 vuông tại . 

Chứng minh 

.
b) 
Chứng minh 



c) 
Chứng minh 

Chứng minh 







Gọi  cắt  tại .
Bài 11: Từ điểm A ở ngoài đường tròn (O), kẻ hai tiếp tuyến AB, AC tới đường tròn (B, C là các tiếp điểm). Đường thẳng qua A cắt đường tròn (O) tại D và E (D nằm giữa A và E, dây DE không qua tâm O). Gọi H là trung điểm của DE, AE cắt BC tại K. 
a) Chứng minh 5 điểm A, B, O, H, C cùng thuộc 1 đường tròn. 

b) Chứng minh HA là tia phân giác của 

c) Chứng minh : . 
Hướng dẫn:
[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]
a) Chứng minh 5 điểm A, B, O, H, C cùng thuộc 1 đường tròn. 
Chỉ ra 5 điểm A, B, O, H, C cùng thuộc 1 đường tròn đường kính OA
b) Chứng minh HA là tia phân giác của góc BHC
Ta có AB = AC (tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau). 
Xét đường tròn ngoại tiếp tứ giác ABHC có:


hai dây cung AB = AC suy ra . Do đó (hai góc nội tiếp chắn hai cung bằng nhau). Vậy HA là tia phân giác của góc BHC.

c) Chứng minh .
[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]


XétABD và AEB có: 




 chung, (cùng bằng sđ )


Suy ra : ABD ~ AEB

Do đó:     (1)


ABK và AHB có: 



 chung,  (do ) nên chúng đồng dạng.

Suy ra:    (2)
Từ (1) và (2) suy ra:  AE.AD = AK. AH 





 ===


=   (do AD + DE = AE và DE = 2DH). 

Vậy:  (đpcm).



















Bài 12: Cho đường tròn tâm , bán kính  và một đường thẳng  không cắt đường tròn .Dựng đường thẳng  vuông góc với đường thẳng  tại điểm . Trên đường thẳng  lấy điểm  (khác  điểm ), qua  vẽ hai tiếp tuyến  và   với đường tròn , ( và  là các tiếp điểm) sao cho  và  nằm về hai phía của đường thẳng .

a)  Chứng minh 4 điểm  cùng thuộc một đường tròn.




b)  Đường thẳng  cắt đường thẳng  tại điểm . Chứng minh rằng .



c)  Khi . Tính diện tích  theo .
Hướng dẫn:
                                                          
                              [image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]

 = 900( vì KA là tiếp tuyến của (O) (gt))
 = 900( )
Suy ra tam giác KAO vuông tại A, tam giác KHO vuông tại H
 Nên A, H thuộc đường tròn đường kính OK

Vậy tứ giác  nội tiếp được trong đường tròn.
 = 900( vì KB là tiếp tuyến của (O) (gt))
Suy ra tam giác KBO vuông tại B
 Nên B thuộc đường tròn đường kính OK

Từ (1) và (2) suy ra các đỉnh  cùng thuộc đường tròn đường kính OK


 nên năm điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính  


suy ra   (hai góc nội tiếp cùng chắn cung ).


 Xét tam giác  và tam giác  có:

  (đối đỉnh) 

và  ( cmt ). 

Do đó .

c) Gọi  là giao điểm của OK và AB
Theo tính chất tiếp tuyến ta có KA=KB;

Lại có  nên OK là đường trung trực của AB, 



suy ra  tại  và .


Ta có:  suy ra  .



Xét  vuông tại , có  

Suy ra  

 



Xét  vuông tại , có  

Suy ra  


Diện tích  là 
Bài 13: Cho đường tròn tâm (O), đường kính AB=2R. Trên đường tròn (O) lấy điểm C bất kì (C không trùng với A và B). Tiếp tuyến của đường tròn (O) tại A cắt tia BC ở điểm D. Gọi H là hình chiếu của A trên đường thẳng DO. Tia AH cắt đường tròn (O) tại điểm F (không trùng với A). 
a) Chứng minh 4 điểm A,H,C,D cùng thuộc một đường tròn. 
b) Chứng minh ∆CHF là tam giác vuông.

c) Tính giá trị của biểu thức .
Hướng dẫn:

[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]


a) Do  nên A, H, D thuộc đường tròn đường kính AD (1)

Lại có (góc nội tiếp chắn nửa đưởng tròn). 

Suy ra  nên A, C, D thuộc đường tròn đường kính AD (1)
Từ (1) và (2) Suy ra A, H, C, D thuộc đường tròn đường kính AD 
hay tứ giác AHCD nội tiếp được một đường tròn.

b) Tứ giác AHCD nội tiếp 



Ta có  nội tiếp (O) cùng chắn   



Vậy tam giác  là tam giác vuông tại C.


c) Ta có:   (3) (hai góc nội tiếp cùng chắn cung .

Tam giác OAD vuông tại A. Khi đó 

Mà OA = OB nên 
Suy ra ∆ OHB ~ ∆OBD 

Suy ra  (4)

Ta lại có tứ giác AHCD nội tiếp nên  (5)

Tứ giác ABFC nội tiếp nên   (6)

Từ (4), (5) và (6) suy ra  (7)
Từ (3) và (7) suy ra hai tam giác HAB và FCB đồng dạng

Khi đó, ta có:  .

  Vậy  
Bài 14. Cho đường tròn (O; R). Qua K nằm ngoài đường tròn (O) vẽ hai tiếp tuyến KA, KB và cát tuyến KCD với đường tròn (A, B là các tiếp điểm, C nằm giữa K và D). Gọi H là trung điểm của CD, M là giao điểm của AB và KO.
a) Chứng minh 5 điểm A, H, O, B, K thuộc một đường tròn.
b) 

c) 
AM2 = KM.MO ( hoặc MK.MO =  )
d) Gọi I là giao KO với (O) (I thuộc cung nhỏ AB). CMR: I là tâm đường tròn nội tiếp của ∆KAB.
Hướng dẫn:

[image: ]
a) Chứng minh 5 điểm A, H, O, B, K thuộc đường tròn đường kính KO

b)  ( góc nội tiếp cùng chắn cung AK

Chứng minh 

Suy ra 

c) Chứng minh AB  KO tại M

Chứng minh(g-g) suy ra  AM2 = KM. MO
d) 
[image: ]
Có OI là phân giác của góc AOB (tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau)

nên I là điểm chính giữa của 
Gọi E là giao điểm của AO với (O)

ΔAIE vuông tại I nên 

Mà  ( do KA là tiếp tuyến của (O)) 

Suy ra 

Mà  ( 2 góc nội tiếp của (O) chắn hai cung bằng nhau)


Nên => AI là phân giác 
Lại có KO là phân giác góc AKB
nên I là tâm đường tròn nội tiếp ∆KAB
II. Bài tập xuất phát từ ba đường cao của một tam giác:
Bài 1.Cho đường tròn (O) có đường kính AB = 2R và điểm C thuộc đường tròn đó (C ≠ A, B). Lấy điểm D thuộc dây BC (D khác B và C). Tia AD cắt cung nhỏ BC tại điểm E, tia AC cắt tia BE tại điểm F.
a) Chứng minh 4 điểm F, C, D, E thuộc một đường tròn.

b) Chứng minh .
c) Chứng minh DA.DE = DB.DC.
Hướng dẫn:

[image: ]
1. Chứng minh 4 điểm F,C,D,E cùng cách đều trung điểm của DF . Nên tứ giác FCDE cùng thuộc một đường tròn ( I) đường kính DF.
1. 

[bookmark: _Hlk182148136][bookmark: _Hlk182148434] (cùng chắn cung CD)

 (cùng chắn cung AC)

           cân tại O)

[bookmark: _Hlk182148709]Suy ra  

   c) 
Bài 2: Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn (O). Các đường cao BD và
CE cắt nhau tại H.
a) Chứng minh rằng 4 điểm A, D, H, E thuộc một đường tròn và 4 điểm B, C, D, E thuộc một đường tròn.
b) Chứng minh rằng AE.AB = AD.AC.

c) Chứng minh rằng .
Hướng dẫn:

[image: ]
a) HS tự chứng minh.

b)

[bookmark: _Hlk182150434]c)  (cùng chắn cung AC )

 (cùng phụ góc ABC)

[bookmark: _Hlk182149917]Mà  

 (cùng chắn cung AE) 

=> 

=> 
Bài 3. Cho tam giác ABC nhọn (AB<AC) nội tiếp đường tròn (O). Kẻ các đường cao BD, CE.
a) Chứng minh 4 điểm B,C, D, E là tứ giác nội tiếp.


b) Gọi M,N lần lượt là giao điểm của BD,CE với (O) (MB,NC).
Chứng minh MN //DE.
c) Chứng minh AMN là tam giác cân. 

d) Chứng minh OA  DE.
Hướng dẫn:


[image: ]
a) 
Ta có  nên bốn điểm B,C,E,E thuộc đường tròn đường kính BC 
b) 
Có  nên MN//DE
c) 
[bookmark: _Hlk182152356]Ta có  từ đó  ΔOAN = ΔOAM  nên AM = AN 
Do đó tam giác AMN cân tại A.
d) Ta có AM = AN và OM = ON nên OA là đường trung trực của MN, từ đó 


Bài 4: 
Cho ∆ABC nhọn nội tiếp đường tròn (O). Đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H, BE và CF cắt đường tròn lần lượt tại M và N. 
a) Chứng minh 4 điểm B, F, E, C cùng thuộc một đường tròn  và 4 điểm A, F, H, E cùng thuộc một đường tròn
b) Chứng minh: AF.AB = AE.AC
c) Chứng minh H và N đối xứng nhau qua AB.
d) Qua A kẻ xy // EF. Chứng minh xy là tiếp tuyến của (O; R).
Hướng dẫn:

[image: ]

a) HS tự làm

b) Tứ giác BFEC nội tiếp  nên (cùng chắn cung EF)
Suy ra ∆ABE đồng dang ∆ACF (g-g) => đpcm 

c) Tứ giác BCEF nội tiếp nên  ( cùng chắn cung EF)

Hay 

Xét (O) có  ( cùng chắn cung AN)
Chứng minh ΔBFN = ΔBFH (g-c-g) từ đó suy ra AB là đường trung trực của HN
Vậy H và N đối xứng nhau qua AB

d) Tứ giác BCEF nội tiếp suy ra 

nên  từ đó chứng minh AM = AN
Mà OM = ON nên OA là đường trung trực của MN 

Do đó OA  MN


Có  nên MN // EF  suy ra OA EF

Lại có EF // xy nên OA xy
Vậy xy là tiếp tuyến của (O)
Bài 5: Cho ∆ABC có ba góc nhọn (AB < AC), nội tiếp đường tròn (O). Hai đường cao BE và CF cắt nhau tại H.
a) Chứng minh: B, C, E, F thuộc một đường tròn
b) 
Kẻ đường kính AA’. Gọi K là trung điểm của BC. Chứng minh OK = AH
c) Gọi I là giao điểm của AA’ và BC, EF cắt AH tại P.
Chứng minh   ∆APE đồng dạng với ∆AIB và KH // IP
                                           Hướng dẫn
[image: ]
a) Tự chứng minh
b) Chứng tứ giác BHCA’ là hình bình hành
Chứng minh K là trung điểm của HA’
Suy ra OK là đường trung bình của tam giác AHA’

Do đó OK = AH
*Chứng minh  ∆APE   ∆AIB 


Tứ giác BFEC nội tiếp =>  ( cùng bù với) 

Chứng minh  ( do cùng phụ với 2 góc ABC và AA’C bằng nhau)


=> hay 
=> ∆APE   ∆AIB 
Cách 2:
* Chứng minh IP // KH

∆APE    ∆AIB   (1)

Xét ∆vuôngAHE và ∆vuôngABA’ có ( do ∆APE     ∆AIB)

  ∆AHE   ∆AA’ B  (2)


Từ (1) và (2)   IP // HA’ ( định lí Talet đảo)
Hay IP // HK.
Bài 6. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp đường tròn (O; R). Các đường cao AD, BE, CF của tam giác ABC cắt nhau tại H. 
1) Chứng minh 4 điểm  B, F, E, C thuộc một đường tròn;
2) Tia AO cắt đường tròn (O) tại K. Chứng minh AB. AC = AK. AD;
3)  Gọi M là trung điểm của BC. Chứng minh ba điểm H, M, K thẳng hàng.
Cho BC cố định, A chuyển động trên cung lớn BC sao cho tam giác ABC có ba góc nhọn, chứng minh diện tích hình tròn ngoại tiếp tam giác không đổi
Hướng dẫn:

[image: ]
1)HS tự CM
2)Tia AO cắt đường tròn (O) tại K. Chứng minh [image: ]
Chứng minh [image: ]
Chứng minh [image: ]
Chứng minh [image: ] [image: ] 
3) Chứng minh BHCK là hình bình hành 
Chứng minh M là trung điểm của HK => H, M, K thẳng hàng
Chứng minh I (trung điểm của AH) là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF
Chứng minh AI = OM; OM không đổi suy ra AI không đổi
=> đpcm
Bài 7. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp đường tròn (O). Các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H và cắt đường tròn (O) lần lượt tại M,N,P.
[bookmark: _MON_1243886926]Chứng minh rằng: 
1. Bốn điểm B,C,E,F cùng nằm trên một đường tròn.
2. AE.AC = AH.AD; AD.BC = BE.AC.
3. H và M đối xứng nhau qua BC.
4. Xác định tâm đường tròn nội tiếp tam giác DEF.
Hướng dẫn:



1. Theo giả thiết: BE là đường cao => BE  AC =>  = 900.
CF là đường cao => CF  AB =>  = 900.
Như vậy E và F cùng nhìn BC dưới một góc 900 => E và F cùng nằm trên đường tròn đường kính BC.
Vậy bốn điểm B,C,E,F cùng nằm trên một đường tròn.
2. Xét hai tam giác  AEH và ADC ta có:   =   = 900 ; Â là góc chung 

=>  AEH  ADC =>  => AE.AC = AH.AD.
* Xét hai tam giác  BEC và ADC ta có:  = = 900 ;  là góc chung 

=>  BEC  ADC =>  => AD.BC = BE.AC.
3. Ta có   ( vì cùng phụ với góc ABC)
2 = 1 ( vì là hai góc nội tiếp cùng chắn cung BM)
=> 1 =  2 => CB là tia phân giác của góc HCM; lại có CB  HM
 =>  CHM cân tại C 
=> CB cũng là đương trung trực của HM vậy H và M đối xứng nhau qua BC.
4. Theo chứng minh trên bốn điểm B,C,E,F cùng nằm trên một đường tròn
 => 1 = 1 ( vì là hai góc nội tiếp cùng chắn cung BF)
Cũng theo chứng minh trên CEHD là tứ giác nội tiếp 
· 1 = 2 ( vì là hai góc nội tiếp cùng chắn cung HD)
· 1 = 2 => EB là tia phân giác của góc 
Chứng minh tương tự ta cũng có FC là tia phân giác của   mà BE và CF cắt nhau tại H do đó H là tâm đường tròn  nội tiếp tam giác  DEF.

Bài 8: Cho tam giác [image: ] có ba góc nhọn ([image: ]). Các đường cao [image: ]của tam giác [image: ]cắt nhau tại H.
a) Chứng minh bốn điểm B, C, E và F cùng thuộc một đường tròn.
b) Gọi [image: ]lần lượt là hình chiếu của A, H lên đường thẳng EF. Chứng minh tam giác [image: ]đồng dạng với tam giác FNH và  [image: ]
c) Gọi P là trung điểm của cạnh [image: ]. Chứng minh tam giác PMN cân tại P
Hướng dẫn:

[bookmark: _Hlk134661449][image: ]
a) Xét △ ABC có BE và CF là hai đường cao suy ra [image: ]
Xét tam giác BFC vuông tại F, cạnh huyền BC suy ra B,F,C cùng thuộc đường tròn đường kính BC
Xét tam giác BEC vuông tại E, cạnh huyền BC suy ra B,E,C cùng thuộc đường tròn đường kính BC
Vậy bốn điểm B, C, E và F cùng thuộc một đường tròn.
b) Chứng minh △ AEH đồng dạng với △ FNH

+) Xét △ ABC có BE và CF là hai đường cao suy ra 
+) Tam giác AFH vuông tại F, cạnh huyền AH suy ra A,F,H cùng thuộc đường tròn đường kính AH
+) Tam giác AEH vuông tại E, cạnh huyền AH suy ra A,E,H cùng thuộc đường tròn đường kính AH



Nên 4 điểm A, E, H, F cùng thuộc đường tròn từ đó suy ra tứ giác AEHF nội tiếp suy ra  (2 góc nội tiếp cùng chắn ) hay 
+) Xét △ AEH và △ FNH, có:




Suy ra △ AEH đồng dạng với △ FNH (g.g)
 Chứng minh AF.HE + AE.HF = AH.EF

+) Từ △AEH đồng dạng với △ FNH (cmt) suy ra suy ra AE.FH = AH.FN (1)
+) Tương tự ta có: △ AFH đồng dạng với △ ENH (g.g)   



vì  và (2 góc nội tiếp cùng chắn  của tứ giác AEHF nội tiếp) 
suy ra   suy ra AF.EH = AH.EN (2)
	+) Từ (1), (2) suy ra AF.HE + AE.HF = AH.FN + AH.EN = AH(FN + EN)
			Hay AF.HE + AE.HF = AH.EF (đpcm)

c) +) Ta có △ FNH ᔕ △ AEH (cmt) suy ra  

từ đó suy ra  (3)


+) Tương tự ta có △ MEA ᔕ △FHA (g.g) vì  và 


(2 góc nội tiếp cùng chắn  của tứ giác AEHF nội tiếp)  suy ra  (4)
+) Từ (3) và (4) suy ra FN = ME.
+) Gọi I là trung điểm của EF, mà FN = ME (cmt) suy ra I là trung điểm của MN
+) Mà tứ giác BFEC nội tiếp đường tròn tâm P đường kính BC
 suy ra PF = PE suy ra △ PEF cân tại P suy ra PI ⊥ EF hay PI ⊥ MN. 
+) Chứng minh △ PIM = ΔPIN (c-g-c) suy ra PM = PN 
vậy △ PMN cân tại P. 










Bài 9. Cho vuông tại  có , đường cao  và đường phân giác . Qua kẻ đường thẳng vuông góc với AC cắt  lần lượt tại  và . 
a) Chứng minh 4 điểm C, D, K, I   thuộc một đường tròn. 
b) 
Chứng minh .
c) 












Gọi  là trung điểm của  đường tròn tâm  bán kính  cắt  tại ( khác ) và cắt  tại ( khác ). Chứng minh ba điểm  thẳng hàng.
Hướng dẫn:

[image: ]

a) Chỉ ra được vuông tại D


Suy ra ba điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính  (1a)


Chỉ ra được  vuông tại K.


Suy ra ba điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính  (2a)


Từ (1a) và (2a) suy ra bốn điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính  

Suy ra tứ giác  nội tiếp được trong một đường tròn.


b) Chứng minh tứ giác  nội tiếp suy ra  (1b)


Vì tứ giác  nội tiếp suy ra  (2b)

Từ (1b) và (2b) suy ra:  


Chứng minh  đồng dạng  

Suy ra 



c) Gọi giao điểm của BN và AC tại  ; giao điểm của  với đường tròn  là Q.
Hướng dẫn:
[image: ]


Chứng minh  cân tại I  

Suy ra tứ giác BMNQ nội tiếp  


Chứng minh  ( 2 góc so le trong)  


Chứng minh  đồng dạng (g.g)

 (1c)


Chứng minh DA là tiếp tuyến của đường tròn   


Chứng minh   đồng dạng (g.g)

(2c)






Từ  và suy ra  nên  trùng với  suy ra ba điểm  thẳng hàng



















Bài 10. Cho  có ba góc nhọn () nội tiếp đường tròn . Vẽ  vuông góc với tại , từ  vẽ  vuông góc với  tại  và  vuông góc với  tại . Vẽ đường kính  cắt  tại , tia  cắt đường tròn  tại .
1) Chứng minh 4 điểm A, H, P, Q cùng thuộc một đường tròn.

2) Chứng minh .

3) Chứng minh .
Hướng dẫn:

[image: ]
a) Chứng minh 4 điểm A, H, P, Q cùng thuộc một đường tròn



Có   tại 
Do đó tam giác APH vuông tại P
Suy ra 3 điểm A, P, H cùng thuộc đường tròn đường kính AH (1)



 tại 
Do đó tam giác AQH vuông tại Q
Suy ra 3 điểm A,Q, H cùng thuộc đường tròn đường kính AH (2)
Từ (1) và (2 ) suy ra: 4 điểm A, P, H, Q thuộc đường tròn đường kính AH

b) Chứng minh 





 vuông tại , đường cao  nên   (Hệ thức liên hệ giữa cạnh và đường cao trong tam giác vuông)






 vuông tại , đường cao  nên   (Hệ thức liên hệ giữa cạnh và đường cao trong tam giác vuông)



Từ  và  suy ra .

c) Chứng minh 


Tứ giác  nội tiếp 



 (cùng phụ với  



Mà  hay 




Xét  và  có:  chung; 


 (góc-góc) 



Mà  là góc nội tiếp chắn nửa đường tròn  nên 



Suy ra  



Mặt khác  (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)  





Từ  và , mà 




Xét  và  có:  chung; 




 (góc-góc)  




Từ  và  suy ra . Vậy .

 III. Bài toán về tiếp tuyến song song











Bài  1: Cho nửa đường tròn tâm , đường kính = 2R. Vẽ các tiếp tuyến  với nửa đường tròn cùng phía đối với . Từ điểm  trên nửa đường tròn ( khác ) vẽ tiếp tuyến với nửa đường tròn, cắt  và  lần lượt tại  và .
a) Chứng minh 4 điểm A, C, M, O cùng thuộc một đường tròn

b)  Chứng minh rằng: .


c)  Chứng minh  không đổi khi  di động trên nửa đường tròn.




d)  Cho biết . Tính  và  theo .
Hướng dẫn:
a) Tự chứng minh

b)  Chứng minh rằng: .






[image: ]Ta có cân tại O. OC là phân giác của ( 2 tuyến tuyến cắt nhau tại C) nên  là  đường trung trực của do đó .do đó  vuông tại E. 


suy ra   ( cùng phụ với  )

mà  ( 2 tiếp tuyến cắt nhau tại C).

suy ra 

* Chứng minh tương tự ta có , 

 nên .

Từ  (1) và (2) suy ra 


c)  Chứng minh  không đổi khi  di động trên nửa đường tròn.


Theo câu a ta có:  nên     vuông tại O, đường cao OM.

  không đổi .




d)  Cho biết . Tính  và  theo .

  Xét 


   Ta lại có: .
Bài 2. Cho nửa đường tròn (O; R) đường kính AB. Trên cùng nửa mặt phẳng bờ AB chứa nửa đường tròn, kẻ hai tia tiếp tuyến Ax, By với nửa đường tròn. Lấy điểm M thuộc nửa đường tròn, tiếp tuyến tại M của nửa đường tròn cắt Ax, By lần lượt tại C và D. Nối AD cắt BC tại N, MN cắt AB tại H. 
1. Chứng minh 4 điểm O, A, C, M thuộc một đường tròn;
 2. Chứng minh tích AC.BD không phụ thuộc vào vị trí của M
 3. Chứng minh MN//BD và MN = NH. 
4. Nối OC cắt MA tại E, nối OD cắt MB tại F. Tìm vị trí của M để diện tích OEMF đạt giá trị lớn nhất.
Hướng dẫn:
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1. Tự chứng minh
2. Vì CA và CM là hai tiếp tuyến của đường tròn (O) nên OC là phân giác 

Tương tự OD là phân giác của . Do đó OC OD nên ∆OCD vuông tại O,

 lại có OMCD nên áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông ta có CM.MD=OM2 = R2.
Mà CA = CM, BD = DM nên AC.BD=R2 không phụ thuộc vị trí M.
3. Ta có AC// BD (vì cùng vuông góc với AB).
 Áp dụng hệ quả định lí Ta-lét ta có 
Mà AC=CM, BD=MD nên  =>  MN//BD (định lí Ta-lét đảo). 
Tương tự  , , =, 
Do đó =
Suy ra MN=NH.
	
4. Vì , OA = OB, OE chung nên ΔOAE = ΔOEM ( c-g-c)
Tương tự ΔOFB = ΔOFM suy ra SOME  = SOEA, SOFM = SOFB


Do đó SOEMF = SMAB = MH.AB



Mà MH ≤ MO suy ra SOEMF ≤OM.AB =R.2R hay SOEMF 

Dấu “ = ” xảy ra khi H trùng O. Khi đó OM AB.

Vậy SOEEF lớn nhất khi OM AB.
	[image: ]


Bài 3:  Cho nửa đường tròn đường kính AB = 2R. Từ A và B kẻ hai tiếp tuyến Ax, By. Qua điểm M thuộc nửa đường tròn kẻ tiếp tuyến thứ ba cắt các tiếp tuyến Ax, By lần lượt ở C và D. Các đường thẳng AD và BC cắt nhau tại N.
     a. Chứng minh AC + BD = CD.

      b.Chứng minh  = 900.
      c.Chứng minh   OC // BM
      d.Chứng minh AB là tiếp tuyến của đường tròn đường kính CD.
      e.Chứng minh MN  AB.
      g. Xác định vị trí của M để chu vi tứ giác ACDB đạt giá trị nhỏ nhất.
        Hướng dẫn:
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a. Theo tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau ta có: 
CA = CM; DB = DM => AC + BD = CM + DM.
    Mà CM + DM = CD => AC + BD = CD
b. Theo tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau ta có:
 OC là tia phân giác của góc AOM; OD là tia phân giác
 của góc BOM, mà góc AOM và góc BOM là hai góc kề bù

 =>   = 900.

c.Theo trên  = 900 nên OC  OD .(1)
Theo tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau ta có: DB = DM;
Lại có OM = OB =R => OD là trung trực của BM => BM  OD .(2). 
Từ (1) Và (2) => OC // BM (Vì cùng vuông góc với OD).
d.Gọi I là trung điểm của CD ta có I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác  COD đường kính CD có IO là bán kính.
Theo tính chất tiếp tuyến ta có AC  AB; BD  AB => AC // BD => tứ giác ACDB là hình thang. Lại có I là trung điểm của CD; O là trung điểm của AB
=> IO là đường trung bình của hình thang ACDB 

 IO // AC , mà AC  AB => IO  AB tại O => AB là tiếp tuyến tại O của đường tròn  đường kính CD 

    e. Theo trên AC // BD => , mà CA = CM; DB = DM 

Suy ra 
=> MN // BD mà BD  AB => MN  AB.
g. Ta có chu vi tứ giác ACDB = AB + AC + CD + BD 
mà AC + BD = CD nên suy ra chu vi tứ giác ACDB = AB + 2CD mà AB không đổi nên chu vi tứ giác ACDB nhỏ nhất khi CD nhỏ nhất, mà CD nhỏ nhất khi CD là khoảng cách giữ Ax và By tức là CD vuông góc với Ax và By. 
Khi đó CD // AB => M phải là điểm chính giữa của cung AB.
Bài 4: Cho nửa đường tròn tâm O, đường kính AB = 2R. Trên tia đối của tia AB lấy điểm E (khác với điểm A). Tiếp tuyến kẻ từ điểm E cắt các tiếp tuyến kẻ từ điểm A và B của nửa đường tròn (O) lần lượt tại C và D. Gọi M là tiếp điểm của tiếp tuyến kẻ từ điểm E.
a) Chứng minh 4 điểm A, C, M, O cùng thuộc một đường tròn.

b) Chứng minh rằng 
c) Chứng minh rằng khi điểm E thay đổi trên tia đối của tia AB, tích AC.BD không đổi.
Hướng dẫn:
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a) Vì AC là tiếp tuyến của (O) nên OA ⊥ AC => OAC = 90o 
Tam giác AOC vuông tại A => A thuộc đường tròn đường kính OC
Vì MC là tiếp tuyến của (O) nên OM ⊥ MC => OMC = 90o 
Tam giác MOC vuông tại M => M thuộc đường tròn đường kính OC
Vậy 4 điểm O, A, C, M thuộc đường tròn đường kính OC

b) Chứng minh rằng 
Xét hai tam giác vuông OAC và OMC có

 (cạnh huyền – cạnh góc vuông)


⇒ CA = CM  . Tương tự ta có  

Mà AC // BD (cùng vuông góc AB) nên 
c) Chứng minh rằng khi điểm E thay đổi trên tia đối của tia AB, tích AC.BD không đổi.

Vì  

Tương tự:  

Suy ra 

Mà  

 (không đổi, đpcm)
Bài 5: Cho nửa đường tròn (O; R) đường kính AB. Kẻ hai tia tiếp tuyến Ax và

By với nửa đường tròn. Điểm M thuộc tia Ax. Kẻ tiếp tuyến MC với nửa đường tròn(C A). Nối AC cắt By tại P. Nối OP cắt MB tại N.
1. Chứng minh 4 điểm M, A, O, C cùng thuộc một dường tròn;
2. Chứng minh AC. AP= 4R2 ;
3. Chứng minh ΔMAB đồng dạng với ΔOBP; tìm vị trí của M trên Ax để diện tích tam giác ONB đạt giá trị lớn nhất.
Hướng dẫn:

[image: C:\Users\tuyetbinhtt\Desktop\1.png]
1. Chứng minh 4 điểm M, A, O, C cùng thuộc đường tròn đường kính OM.

2. Vì C thuộc đường tròn đường kính AB nên = 90°. 

Theo tính chất tiếp tuyến OBBP  nên tam giác ABP vuông tại B.
 Chứng minh AC.AP = AB2 = 4R2 
3. Gọi H là giao của MO và AC. Theo tính chất của hai tiếp tuyến cắt nhau ta có: MA = MC, mà OA = OC = R nên MO là trung trực của AC 


Suy ra MO  AC tại H  do đó   (cùng phụ góc AOM). 

Lại có: = 900



=> ΔMAO ΔABP (g-g) => . Mà AO = BO = R nên 


Mà  => ΔMAB ΔOBP (c-g-c)

Từ đó suy ra => ΔNOB vuông tại N

Gọi I là trung điểm của OB => NI = OB không đổi

Kẻ NK OB. Diện tích tam giác ONB lớn nhất khi NK lớn nhất. 
Mà NK ≤ NI, dấu “=” xảy ra khi K và I trùng nhau

Khi đó ΔNOB vuông cân khi và chỉ khi  khi và chỉ khi ΔAMB vuông cân tại A khi và chỉ khi AM = AB = 2R
Vậy SONB lớn nhất khi MA = AB
IV. Một số bài toán khác

Bài 1. Cho đường tròn (O) với dây AB cố định, (AB không qua O). Đường kính CD vuông góc với AB tại K (C thuộc cung lớn AB). Điểm N thuộc cung nhỏ AC. Nối CN cắt AB tại M, nối ND cắt AB tại E. Gọi H là trung điểm NC, kẻ HIAN tại I.
1. Chứng minh 4 điểm C, N, E, K cùng thuộc một đường tròn;
2. Chứng minh MN.MC = MA.MB;
3. Cho N di chuyển trên cung nhỏ AC, chứng minh IH đi qua một điểm cố định và I thuộc một đường tròn cố định.
Hướng dẫn:
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1. Chứng minh 4 điểm C, N, E, K cùng thuộc một đường tròn đường kính CE
2. Tứ giác ABCN nội tiếp đường tròn (O) nên =  
Do đó ∆MNA  ∆MBC(g-g) 
=>  => MA. MB = MN. MC 
 3. Kẻ đường kính AF => F cố định 
IH cắt CF tại Q. 
Ta có: = 90° (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)

 HIAN  => HI // NF hay HQ // NF 
mà HN = HC => QC = QF mà C và F cố định => Q cố định. 
Có A, Q cố định, = 90° => I thuộc đường tròn đường kính AQ.




Bài 2. Cho đường tròn (O; R) đường kính BC, điểm A thuộc đường tròn (AB < AC). Kẻ AHBC, HEAB, HFAC. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của FA và FC.
1. Chứng minh 4 điểm A, E, H, F cùng thuộc một đường tròn.
 2. Chứng minh AE.AB = AF.AC;
3. Gọi K là trực tâm tam giác HMN, cho  = 30°. Tính theo R độ dài đoạn HF và diện tích tam giác KMN.
Hướng dẫn:
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1. Chứng minh tứ giác AEHF là hình chữ nhật nên 4 điểm A,E,H, F cùng thuộc đường tròn 
2. ∆HAB vuông tại H, đường cao HE.
 Chứng minh ΔAEH đồng dạng ΔAHB suy ra AE. AB = AH2. 
Tương tự AF. AC = AH2 
=> AE. AB = AF. AC (1)
3. •Vì A thuộc đường tròn đường kính BC nên = 90°. 
Do đó AC= BCcos300 = 2R  = R.
∆AHC vuông tại H nên HC= AC.cosC
· HC = R.cos30º = R..  = 
∆FHC vuông tại F nên HF = HC.sinC => HF = .sin 30º =  . = 
• Gọi I là trung điểm HF thì MI là đường trung bình của ∆FAH 

nên MI // AH do đó MICH. 


Mà HF MC nên I là trực tâm ∆CMH suy ra CI HM 


Ta có HFMN nên K HF và NK  HM => NK // CI.
Xét ∆FIC có NF = NC, NK //CI =>  KF = KI
 Do đó KF =  HF.
SKMN = SHMN
Mà MN = AC =  ,  HF = 
Vậy SKMN = .MN.HF = .  .= 

Bài 3. Cho đường tròn (O; R) với dây BC cố định (BC không qua O). Gọi A là điểm chính giữa cung nhỏ BC. Điểm E thuộc cung lớn BC. Nối AE cắt BC tại D. Gọi I là trung điểm BC. Kẻ CHAE tại H, nối EB cắt CH tại M.
 1. Chứng minh AD.AE = AB2;
 2. Chứng minh 4 điểm A, I, C, H cùng thuộc một đường tròn; 
3. So sách AM và AC; tìm vị trí của E để diện tích tam giác MAC lớn nhất. 

Hướng dẫn:
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1. Do  =  =>  =  
Lại có  chung
=> ∆ABD  ∆AEB (g.g) => 
=> AB2 = AE.AD


2. Vì  chứng minh AB = AC


 =>  OA BC; mà I là trung điểm BC nên OI BC
=> O, I, A thẳng hàng. Suy ra  =  = 90º =>  A, I, C, H cùng thuộc một đường tròn.
3. Vì  =  =>   = , 

mà EH  CM nên ∆ EMC cân tại E =>  HM = HC.
 Do đó AAMC cân tại A nên AM = AC không đổi. 

Kẻ MNAC tại N.
Có SMAC = MH.AC
Vì AC không đổi nên diện tích tam giác MAC lớn nhất khi MN lớn nhất. 
Có MN ≤ MA, dấu "=" xảy ra khi N   A, khi đó ∆AMC vuông cân tại A 
=>  =45° nên ∆ HAC vuông cân tại H
=>  = 45° =>  = 90°. 

Vậy SMAC lớn nhất khi OE OC. 
Bài 4. Cho đường tròn (O; R), đường kính AB. Điểm H thuộc đoạn OA. Kẻ dây CD vuông góc với AB tại H. Vẽ đường tròn (O1) đường kính AH và đường tròn (O2) đường kính BH. Nối AC cắt đường tròn (O) tại M, nối BC cắt đường tròn (O) tại N. Đường thẳng MN cắt đường tròn (O; R) tại E và F. 
1. Chứng minh CMHN là hình chữ nhật;
2. Cho AH = 4cm, HB = 9cm, tính MN; 
3. Chứng minh CE = CF = CH.
Hướng dẫn:
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1. =  = =90° (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)
=>  = =90°. 
Suy ra CMHN là hình chữ nhật.
2. Tứ giác CMHN là hình chữ nhật => CH = MN
Chứng minh ΔHAC đồng dạng ΔHCB (g-g)
 suy ra: CH2 = AH.HB = 4.9 = 36.
Do đó CH = 6 nên MN=6 (cm).
3. OC cắt MN tại K, cắt (O; R) tại Q =>   =  = 90°.
Có OC = OB = R =>   = . 
Mà O2N = O2B =>   =, suy ra =  => O2N // OC 

OCMN tại K.
Chứng minh CF2 = CK.CQ  (1)
 Có ∆CKI  ∆CDQ (g-g) =>   =     => CK.CQ = CI.CD. 

Mà OHCD => HC=HD. 
Do đó CI.CD =  CH. 2CH= CH2 (2) .
Từ (1), (2) => CF2 = CH2  => CF=CH. 

Có OK EF => KE = KF => ∆CEF cân tại C => CE = CF.
 Vậy CE = CF = CH.
Bài 5. Cho đường tròn (O; R) có hai đường kính AB và CD vuông góc với nhau. Gọi I là trung điểm của OB. Tia CI cắt đường tròn (O; R) tại E. Nối AE cắt CD tại H, nối BD cắt AE tại K. 
1. Chứng minh 4 điểm O, I, E, D cùng thuộc một đường tròn: 
2. Chứng minh AH.AE = 2R2


 3. Tính tỉ số;  chứng minh OKBD.
Hướng dẫn:
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1. Ta có CD là đường kính của đường tròn (O; R) nên  = 90°. 
Theo giả thiết = 90°. 
Chứng minh 4 điểm O, I, E, D thuộc đường tròn đường kính ID.
2. ∆AOH  ∆AEB (g-g) nên    
=> AH AE =  AO.AB = 2R2.
3. Ta có  =  = 45°, 
 = = 450  => EH là phân giác 
Do đó  =  = 
Vậy tan =  =
Xét ∆OHA vuông tại O, ta có OH = OA tan 
suy ra OH =  =  DO
Vì H là trọng tâm của ∆DAB. Do đó AK là trung tuyến của tam giác này. Suy ra KB=KD. 

Vì vậy OKBD (quan hệ đường kính - dây cung).

Bài 6. Cho đường tròn (O; R) có hai đường kính vuông góc là AB và CD. Lấy điểm K thuộc cung nhỏ AC, kẻ KH  AB tại H. Nối AC cắt HK tại I, tia BC cắt đường thẳng HK tại E; nối AE cắt đường tròn (O; R) tại F. 
1. Chứng minh B, H, F, E cùng thuộc một đường tròn 
2. Chứng minh EC.EB=  EF.EA;
3. Cho H là trung điểm OA, tính theo R diện tích tam giác CEF.
Hướng dẫn:
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1. Chứng minh B, H, F, E thuộc đường tròn đường kính EB.
2. Xét ∆ECA và  ∆ EFB 
Có  =  = 900, 
Lại có chung 
∆ECA  ∆ EFB (g-g) =>  => EC.EB = EA.EF
3. Từ chứng minh trên suy ra AC, BF, EH là 3 đường cao của ∆EAB nên chúng đồng quy tại I. 
Xét ∆ECF và ∆EAB có
  
  chung 
nên ∆ECF  ∆EAB (c,g.c)

Do đó (1)
Vì OB = OC= R nên ∆OBC vuông cân tại O => =45°. 
Do đó ∆HBE vuông cân tại H => EH = HB  = 

Mà AH =  nên AE2 = AH2 + HE2 = 

=> AE = 


Tương tự: BE2 = HB2 + HE2 = => BE = 

Lại có OC // EH (cùng vuông góc với AB) nên 

=> EC = 





=>  => SECF = SEAB = .EH.AB = 
Bài 7: Cho đường tròn (O) có đường kính AB = 2R và điểm C thuộc đường tròn đó (C khác A và B). Lấy điểm D thuộc dây BC (D khác B và C). Tia AD cắt cung nhỏ BC tại điểm E, tia AC cắt tia BE tại F.
a) Chứng minh 4 điểm  F, C, D, E cùng thuộc một đường tròn;
 b) Chứng minh DA.DE = DB.DC;
c) Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác FCDE. Chứng minh   =  và IC là tiếp tuyến của đường tròn (O);
d) Cho biết DF = R, chứng minh tan = 2. 
Hướng dẫn:
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a) Có  = = 90° (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) 
 =  = 90° 
Suy ra 4 điểm F, C,D, E cùng thuộc đường tròn đường kính DF.
b) Xét ∆AD C và  ∆BDE
Có =  = 90°( góc nội tiếp chắn nửa đường tròn đk AB) 
 =   (đối đỉnh)
=> ∆ADC ∆BDE (8-8)

=> => AD.DE = BD.DC


c) Vì AE  FB, BC AF nên D là trực tâm của AABF.

Suy ra FD AB  =>  =  (cùng phụ với )
mà OB = OC = R nên  =  
=>  = 
∆FCD vuông tại C, I là trung điểm của FD nên IC = ID = IF 
=> ∆ICF cân tại I 
=>  =  =>  =  .
 Mà  +  =90° nên +  = 900
· 
 OCIC tại C. 
Do đó IC là tiếp tuyến của đường tròn (O).
d) Ta có góc  = góc   (cmt)
 và góc  = góc  = 90° 


∆CAB  ∆CDF  ( g.g) suy ra  nên tan  = 2
Bài 8 :  Cho đường tròn (O; R) có hai đường kính AB và CD vuông góc với nhau. Điểm E thuộc OC, nối AE cắt đường tròn (O) tại M.
a) Chứng minh 4 điểm O, B, M, E thuộc đường tròn đường kính BE; 
b) Chứng minh AE.AM = AC2;
c) Xác định vị trí của E để MA = 2MB;
d) Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác CME. Chứng minh rằng khi di chuyển trên OC thì I thuộc một đường thẳng cố định.
Hướng dẫn:

[image: ]
a) Có góc AMB = 90° (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) hay góc EMB = 900
góc COB = 90° (do CD vuông góc với AB) hay góc EOB = 900 
Chứng minh 4 điểm B, M, O, E thuộc đường tròn đường kính BE
 b) Xét ∆AOE và ∆ AMB có:
góc A chung; 
góc AOE = góc AMB= 90° 
nên ∆AOE  ∆AMB (g-g) 

=>  =>  AM.AE = AO.AB = 2R2.
 Theo định lí Py-ta-go AC2 = AO2  +  OC2 = 2R²  = > AM.AE = AC2


 c) Ta có tan  =  ;  MA = 2MB =>  tan   = 
Áp dụng hệ thức giữa cạnh và góc trong tam giác vuông OAE, ta có:


OE = OA. tan  = R. = =>  E là trung điểm của OC. 

d) Trong đường tròn (O) ta có 

  Trong đường tròn (I) ta có = >    = 90°.
 Lại có IC= IE nên ∆ICE vuông cân tại I. Suy ra  =45°.

Ta có OB = OC = R và OCOB nên ∆OBC vuông cân tại O => =45°.
Do đó  = = 45°     => I  BC.
Vậy I luôn thuộc đường thẳng BC cố định. 
Bài 9: Cho đường tròn ( O;R) đường kính AB. Bán kính OC vuông góc với AB. Gọi M là điểm bất kì trên cung nhỏ AC( M khác A và C); BM cắt AC tại H. Gọi K là hình chiếu vuông góc của H trên AB.
a) Chứng minh 4 điểm C, B, K, H cùng thuộc một đường tròn
b) Chứng minh  =  
c) Trên đoạn BM lấy điểm E sao cho BE = AM. Chứng minh tam giác ECM vuông cân tại C.
d) Gọi  d là tiếp tuyến của đường tròn (O) tại A. Cho P là một điểm nằm trên d sao cho P nằm cùng phía  với C đối với đường thẳng AB và  = R. Chứng minh đường thẳng PB đi qua trung điểm của HK
Hướng dẫn:
[image: ]
a) Chứng minh 4 điểm B, C, H, K cùng thuộc đường tròn đường kính BH
b) Vì tứ giác CBKH nội tiếp =>  =   (góc nội tiếp cùng chắn cung HK)
m =   (góc nội tiếp cùng nhìn chắn cung AM)
⇒   = 


c) Do  OC ⊥ AB tại  O =>Sđ= Sđ 
Chứng minh CA = CB
Xét Δ AMC và ΔBEC có
AC = BC (chứng minh trên)
AM = BE (gt)

(góc nội tiếp chắn cung MC)


Suy ra ΔEMC cân tại C ( 1) 


Từ (1) và  (2)  suy ra  ΔECM vuông cân tại C.
d)   = R = OA =>  =  
Mà  =  = 900 nên ∆APO  ∆MAB ( c.g.c)
·  =  , mà hai góc này ở vị trí đồng vị => OP //MB
Gọi Q là giao điểm của BM với d
Xét ∆AQB có OA = OB = R, OP //BQ => PA = PQ
Gọi I là giao điểm của BP và HK, ta có HK // QA (cùng vuông góc AB)
=>  =  = 
Mà PA = PQ  => IH = IK Vậy BP đi qua trung điểm của HK
----------------------------------------
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