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[bookmark: _Toc534126611]. KIẾN THỨC LÍ THUYẾT
1. Định nghĩa bất đẳng thức


Ta gọi hệ thức dạng  (hay  là bất đẳng thức.
Tính chất của bất đẳng thức
	
1.   
	
3.   

	
2.   
	
4.   

       



· 5. Cộng từng vế của hai bất đẳng thức cùng chiều được một bất đẳng thức cùng chiều.
· 6. Trừ từng vế của hai bất đẳng thức khác chiều được một bất đẳng thức mới cùng chiều với bất đẳng thức thứ nhất.
· 7. Nhân từng vế của hai bất đẳng thức cùng chiều mà hai vế không âm, ta được một bất đẳng thức cùng chiều. Đặc biệt:

.

.
· 

8.Nếu  thì 
2. Một số hằng bất đẳng thức hay dùng.
· 




1. Nếu  và  là hai số cùng dấu thì   (dấu  xảy ra ).
· 



2. Nếu  thì   (dấu  xảy ra ).
· 


3.   (dấu  xảy ra khi ).
· 



4.   (dấu  xảy ra khi  hoặc )
· 5. Bất đẳng thức Cô-si





Với  thì  hay   (dấu  xảy ra khi ).
Vài dạng khác của bất đẳng thức Cô-si.


  ().




3. Phương pháp chứng minh bất đẳng thức
1. Phương pháp dùng định nghĩa của bất đẳng thức:


Muốn chứng minh , ta chứng minh 


Muốn chứng minh  ta chứng minh 

2. Phương pháp biến đổi tương đương:  
Nếu bất đẳng thức cuối đúng thì bất đẳng thức đầu đúng.
3. Phương pháp vận dụng tính chất của bất đẳng thức và vận dụng những hằng bất đẳng thức quen thuộc:
Từ các bất đẳng thức đã biết ta dùng các tính chất của bất đẳng thức để suy ra bất đẳng thức cần chứng minh.
4. Phương pháp phản chứng:


Muốn chứng minh  ta giả sử  rồi suy ra một điều vô lí (mâu thuẫn với điều đã cho hoặc đã biết), từ đó suy ra điều giả sử là sai, điều phải chứng minh là đúng.

[bookmark: _Toc534126612]. BÀI TẬP
Bài 1: Cho 3 số thực dương  a, b, c.  Chứng minh rằng: 
Hướng dẫn giải
Áp dụng bất đẳng thức AM - GM, ta có:
  (đpcm)

Bài 2: Cho 4 số thực dương  a, b, c, d.  Chứng minh rằng:  
Hướng dẫn giải
Áp dụng bất đẳng thức AM - GM, ta có:  (đpcm)
Bài 3: Cho 3 số thực dương  a, b, c thỏa  .
Chứng minh rằng
Hướng dẫn giải
Áp dụng bất đẳng thức AM - GM, ta có:
  (đpcm)
Bài 4: Cho 2 số thực dương  a, b  thỏa  .  Chứng minh rằng: 
Hướng dẫn giải
Áp dụng bất đẳng thức AM - GM, ta có:  (1)
Tương tự:    (2)
Cộng theo vế (1) và (2), ta được:   (đpcm)

Bài 5: Cho 2 số thực dương  a, b.  Chứng minh rằng: 
Hướng dẫn giải
 Áp dụng bất đẳng thức AM - GM, ta có:(đpcm)
Bài 6: Cho 2 số thực dương  a, b.  Chứng minh rằng: 
Hướng dẫn giải
Áp dụng bất đẳng thức AM - GM, ta có:
(đpcm)  
Bài 7:  Chứng minh rằng: 
Hướng dẫn giải
 Vì   nên    
Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có:
   (đpcm)
Bài 8:  Chứng minh rằng: 
Hướng dẫn giải
Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có:
 (đpcm)
Bài 9: Chứng minh rằng: 
Hướng dẫn giải
Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: (đpcm)
Bài 10: Chứng minh rằng: 
Hướng dẫn giải
 Với  , áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: (đpcm)
Bài 11: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
Hướng dẫn giải
 
Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi  hay 
Vậy GTNN của 
Bài 12:  Chứng minh rằng: 
Hướng dẫn giải
Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có:  
Bài 13: Cho ba số thực dương  a, b, c.  CMR:   
Hướng dẫn giải
Ta có:

Bài 14:  Cho ba số thực .  CMR:  
Hướng dẫn giải
Ta có:

Bài 15: Cho ba số thực dương  a, b, c thỏa .  CMR
Hướng dẫn giải



		
Vậy   
Bài 16: Cho ba số thực dương  a, b, c.  CMR:   
Hướng dẫn giải
Ta có:

[bookmark: _Toc534126613] Kỹ thuật chọn điểm rơi trong bài toán cực trị xảy ra ở biên.
Xét các bài toán sau: 
Bài 1: Cho số thực . Tìm giá trị nhỏ nhất (GTNN) của 
Sai lầm thường gặp là: . Vậy GTNN của A là 2.
Nguyên nhân sai lầm: GTNN của A là 2 vô lý vì theo giả thuyết thì .
Lời giải đúng:  
                Dấu “=” xảy ra         
                 Vậy GTNN của A là . 
Vì sao chúng ta lại biết phân tích được như lời giải trên. Đây  chính là kỹ thuật chọn điểm rơi trong bất đẳng thức.
Quay lại bài toán trên, dễ thấy a càng tăng thì A càng tăng. Ta dự đoán  A đạt GTNN khi . Khi đó ta nói A đạt GTNN tại “Điểm rơi ” .  Ta không thể áp dụng bất đẳng thức AM - GM cho hai số và vì không  thỏa quy tắc dấu “=”. Vì vậy ta phải tách  hoặc  để khi áp dụng bất đẳng thức AM - GM thì thỏa quy tắc dấu “=”. Giả sử ta sử dụng bất đẳng thức AM - GM cho cặp số sao cho tại  “Điểm rơi ” thì , ta có sơ đồ sau:   
Khi đó:  và ta có lời giải như trên.
Lưu ý: Để giải bài toán trên, ngoài cách chọn cặp số   ta có thể chọn các các cặp số sau:   hoặc  hoặc .
Bài 2: Cho số thực . Tìm giá trị nhỏ nhất của 
Sơ đồ điểm rơi:

Sai lầm thường gặp là: . 
Dấu “=” xảy ra .
Vậy GTNN của A là 
Nguyên nhân sai lầm:  Mặc dù GTNN của A là  là đáp số đúng nhưng  cách giải trên mắc sai lầm trong đánh giá mẫu số: “   là sai”.
Lời giải đúng:   
Dấu “=” xảy ra 
Vậy GTNN của A là   
Bài 1: Cho 2 số thực dương  a, b thỏa . Tìm GTNN của 
Phân tích:
Ta có:    
Sơ đồ điểm rơi:    
Giải:
Ta có:             
    

Dấu “=” xảy ra 
Vậy GTNN của A là  
Bài 2: Cho  số thực  . Tìm GTNN của 
Phân tích:
Ta có : 
Dễ thấy a càng tăng thì A càng tăng. Ta dự đoán  A đạt GTNN khi . Ta có sơ đồ điểm rơi:  
Giải:

Ta có:     
Dấu “=” xảy ra 
Vậy GTNN của A là 39 
Bài 3:   Cho 3 số thực dương  a, b, c  thỏa   . 
Tìm GTNN của  
Phân tích:
Dự đoán  GTNN của A đạt được khi  ,tại điểm rơi .
Sơ đồ điểm rơi:   

 

Giải:

Dấu “=” xảy ra 
Vậy GTNN của A là  
Bài 4:   Cho3 số thực dương  a, b, c  thỏa   . 
Chứng minh rằng: 
Phân tích:
Dự đoán  GTNN của A đạt được khi , tại điểm rơi .
Giải:
Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có:
 


Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được:
       (đpcm)


[bookmark: _Toc534126614] Kỹ thuật chọn điểm rơi trong bài toán cực trị đạt được tại tâm
Xét bài toán sau: 
Bài toán:    Cho 2 số thực dương  a, b thỏa .. Tìm GTNN của 
Sai lầm thường gặp là: .  Vậy GTNN của A là 4.
Nguyên nhân sai lầm: GTNN của A là 4 . Khi đó  trái  giả thuyết .
Phân tích:
Do A là biểu thức đối xứng với  a, b nên ta dự đoán GTNN của A đạt tại 
Sơ đồ điểm rơi: 
Lời giải đúng:   
Dấu “=” xảy ra. Vậy GTNN của A là 
Bài 1:    Cho 3 số thực dương  a, b, c  thỏa . 
Tìm GTNN của
Phân tích:
Do A là biểu thức đối xứng với  a, b, c  nên ta dự đoán GTNN của A đạt tại    
[image: ]
Sơ đồ điểm rơi: 

Giải:

Dấu “=” xảy ra . Vậy GTNN của A là  
Bài 2:    Cho 3 số thực dương  a, b, c  thỏa . 
Tìm GTNN của 
Phân tích:
Do A là biểu thức đối xứng với   a, b, c  nên ta dự đoán GTNN của A đạt tại   [image: ]
Sơ đồ điểm rơi: 

Giải:

Dấu “=” xảy ra 
 Vậy GTNN của  A  là  
Bài 3:    Cho 2 số thực dương  a, b. Tìm GTNN của 
Phân tích:
Do A là biểu thức đối xứng với  a, b  nên ta dự đoán GTNN của A đạt tại 
Sơ đồ điểm rơi:
 
Giải:
           
Dấu “=” xảy ra 
            Vậy GTNN của A là  
Bài 4:    Cho 3 số thực dương  a, b, c. 
Tìm GTNN của 
Phân tích:
Do A là biểu thức đối xứng với a, b, c  nên ta dự đoán GTNN của A đạt tại 
Sơ đồ điểm rơi:

Giải:

 
Dấu “=” xảy ra 
Vậy GTNN của A là  
Bài 5:    Cho 2 số thực dương  a, b thỏa . 
Tìm GTNN của : 
Phân tích:
Do A là biểu thức đối xứng với a, b  nên ta dự đoán GTNN của A đạt tại   
Sơ đồ điểm rơi:   
Giải:

Dấu “=” xảy ra 
Vậy GTNN của A là 4
Bài 6:    Cho 2 số thực dương   a, b  thỏa . Tìm GTNN của Phân tích:
Do A là biểu thức đối xứng với a, b  nên ta dự đoán GTNN của A đạt tại 
Sơ đồ điểm rơi:  
Giải:

  


Dấu “=” xảy ra 
Vậy GTNN của A là 
Bài 7:    Cho 2 số thực dương  a, b thỏa . Tìm GTNN của 
Phân tích:
Do A là biểu thức đối xứng với a, b  nên ta dự đoán GTNN của A đạt tại 
Sơ đồ điểm rơi: 
 
Giải:

   
 
Dấu “=” xảy ra 
Vậy GTNN của A là 7	
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II. Bài toán thức tế ứng dụng bất đẳng thức
1) Với bài toán đại số
- Làm như bài toán lập phương trình
- Biến đổi về dạng thích hợp
- Sử dụng một số kết quả đã biết về bất đẳng thức
Ví dụ 1: 
[bookmark: _GoBack]Độ giảm huyết áp của một bệnh nhân được cho bởi công thức A = 0,025x2(30 - x), trong đó x (miligam) là liều lượng thuốc được tiêm cho bệnh nhân. Khi đó, liều lượng thuốc được tiêm cho bệnh nhân để huyết áp giảm nhiều nhất là bao nhiêu miligam
Lời giải
Ta có: A = 0,025x2(30 - x) = 0,0125. x. x. (60 - 2x) 

Áp dụng kết quả: ta được


Dấu bằng xảy ra khi x = 60 - 2x hay x = 20
Vậy liều lượng thuốc được tiêm cho bệnh nhân để huyết áp giảm nhiều nhất là 100 miligam
Ví dụ 2: Khi nuôi cá thí nghiệm trong một hồ, nếu trên mỗi đơn vị diện tích mặt hồ nuôi x con cá x  N*) thì trung bình sau mỗi vụ mỗi con cá nặng P = 480 - 20x (gam). Hỏi phải thả bao nhiêu con cá trên mỗi đơn vị diện tích mặt hồ để sau mỗi vụ khối lượng cá thu được là nhiều nhất?
Lời giải
Số lượng cá thu được trên mỗi đơn vị diện tích mặt hồ là 
A = x. P = x(480 - 20x) = - 20x2 + 480
= 2880 - 20x2 + 480 - 2880 
= 2880 - 20(x - 12)2
Ta có: 2880 - 20(x - 12)2 ≤ 2880 nên A ≤ 2880
Dấu bằng xảy ra khi x - 12 = 0 hay x =12
Vậy phải thả 12 con cá trên mỗi đơn vị diện tích thì sau mỗi vụ lượng cá thu được là nhiều nhất bằng 2880 gam
Ví dụ 3: Chi phí nhiên liệu của một chiếc tầu chạy trên sông được chia làm hai phần. Phần thứ nhất không phụ thuộc vào vận tốc và bằng 480 nghìn đồng trên 1 giờ. Phần thứ hai tỉ lệ thuận với lập phương của vận tốc, khi v = 10 km/h thì phần thứ hai bằng 30 nghìn đồng trên giờ. Hãy xác định vận tốc của tàu để tổng chi phí nguyên liệu trên đường sông là nhỏ nhất (kết quả làm tròn đến số nguyên).
Hướng dẫn
Gọi x (km/h) là vận tốc của tàu

Thời gian tàu chạy trên quãng đường 1 km là (giờ)

Chi phí tiền nhiên liệu cho phần thứ nhất là (ngàn đồng/giờ)
Hàm chi phí cho phần thứ hai là p = k.x3 (ngàn đồng/ giờ). 
Mà khi x = 10 km/h thì p = 30 (ngàn đồng/ giờ) nên k = 0,03
Chi phí tiền nhiên liệu cho phần thứ hai là 0,03.x3 (ngàn đồng/ giờ)

Chi phí phần hai để chạy 1 km là: (ngàn đồng/ giờ)

Tổng chi phí là 

Ta có: 
Dấu bằng xảy ra khi x = 20
Vậy để chi phí nguyên liệu trên sông là nhỏ nhất thì vận tốc tàu là 20 km/h
Ví dụ 4: Tại một quán bán nước giải khát cho tuổi teen trước cổng trường Mây Mây, một ly trà sữa bán ra có giá vốn sau khi cộng tất cả chi phí là 15 000 đồng. Nếu bán giá 20 000 đồng cho một ly trà sữa thì sẽ bán 450 ly cho một ngày. Sau khi bán được 7 tháng thấy chi phí tăng lên nên chủ quán bán tăng giá 1000 đồng/ly cho một lần tăng giá thì số lượng bán giảm 30 ly trà sữa /ngày. Hỏi để có doanh thu cao nhất thì sẽ tăng giá bán mỗi ly trà sữa là bao nhiêu?
Hướng dẫn

Gọi x là số lần tăng giá bán 1000 đồng ()
Số tiền lời một ly trà sữa sau khi tăng giá x lần là 5000 + 1000x (đồng)
Số ly trà sữa bán được sau x lần tăng giá là 450 - 30x
Tổng doanh thu sau khi tăng giá x lần là 
           P = (5000 + 1000x)(450 - 30x) = 1000 (5 + x). 30. (15 - x)
= 30000. (5 + x)(15 - x)

Ta có kết quả: Với a, b là các số dương thì 
Dấu bằng xảy ra khi a = b

Áp dụng kết quả trên, ta được 
Do đó P ≤ 30000. 100 = 3000000
Để doanh thu sau khi tăng giá x lần là cao nhất thì dấu bằng xảy ra khi 
5 + x = 15 - x hay x = 5
Vậy giá bán ly trà sữa sau khi tăng là 20 000 + 5 000 = 25 000 (đồng) thì doanh thu cao nhất

2) Với bài toán hình học
a) Tính độ dài
- Định lý Pythagore, tỉ số đồng dạng và định lí Thalets
- Tỉ số lượng giác
b) Công thức tính diện tích

- Tam giác có cạnh đáy bằng a, chiều cao h thì

- Tam giác vuông cạnh góc vuông là a, b thì 
- Hình chữ nhật có kích thước là a, b thì S = a. b và C = 2(a + b)
- Hình vuông cạnh bằng a thì S = a2
c) Hình học trực quan
- Hình hộp chữ nhật có kích thước là a, b, h thì V = a. b. h và Sxq = 2(a + b). h
Ví dụ 1: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 18 cm. Người ta cắt ở bốn góc của tấm nhôm đó bốn hình vuông bằng nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng x (cm), rồi gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưới đây để được một cái hộp có dạng hình hộp chữ nhật không nắp. Tìm x để hộp nhận được có thể tích lớn nhất
Lời giải
[image: ]Vì cạnh hình vuông nhỏ là x (cm) nên chiều cao 
của hình hộp là x (cm) (0 < x < 9)
Mặt đáy của hình hộp có dạng hình vuông có độ 
dài cạnh bằng 18 - 2x (cm)
Thể tích của hình hộp là: 



Ta có kết quả: Với a, b là các số dương thì 
Dấu bằng xảy ra khi a = b

Áp dụng kết quả trên, ta được:
Dấu bằng xảy ra khi x = 3 

Suy ra: 

Mà 
Dấu bằng xảy ra khi 9 - x = x + 3 hay x = 3

Do đó 
Vậy x = 3 thì thể tích trong hộp lớn nhất bằng 432 (cm3)
Ví dụ 2: Một gia đình muốn xây một hồ chứa nước dạng hình hộp chữ nhật không nắp có thể tích bằng 400m3 đáy bể là hình chữ nhật có chiều dài gấp bốn lần chiều rộng. Giá thuê nhân công xây bể là 500 000 đồng/m2. Hỏi chi phí thuê nhân công thấp nhất mà gia đình đó phải trả để xây hồ chứa nước là bao nhiêu triệu đồng?
Hướng dẫn
Gọi chiều rộng của hình chữ nhật đáy bể là x (m) (x > 0)
Suy ra chiều dài của hình chữ nhật là 4x (m).
Gọi chiều cao của bể là y (m, y > 0) 
Thể tích của bể là V = 4x. x. y = 4x2y
 [image: ].
Diện tích xây dựng của bể là S = 4x2 + 2. (x + 4x). y = 4x2 + 10xy
 [image: ]
Áp dụng bất đẳng thức AM – GM cho 2 số không âm (với hai số dương [image: ] ta có [image: ], dấu bằng xảy ra khi [image: ]):
Ta có [image: ].
Và [image: ].
Khi đó [image: ].
Dấu “[image: ]” xảy ra khi [image: ].
Ví dụ 3: Một vườn hoa hình vuông ABCD có cạnh 40 m, người ta mở các lối đi MN, NP, PQ, QM như hình vẽ. Khoảng cách các cửa M, N, P, Q lần lượt cách các đỉnh A, B, C, D là x (m). Tìm giá trị của x để tổng độ dài lối đi là ngắn nhất
Hướng dẫn
Ta có BM = 40 - x (0 < x < 40)
[image: ]∆MBN vuông tại B
MN2 = BM2 + BN2 = x2 + (40 - x)2
Tứ giác MNPQ là hình vuông nên MN = NP = PQ = QM
Tổng độ dài lối đi ngắn nhất khi MN ngắn nhất
Ta có kết quả: 

Với a, b là các số thực, ta có: 
Dấu bằng xảy ra khi a = b

Áp dụng kết quả trên, ta được:

Do đó MN2 ≥ 800 hay 
Dấu bằng xảy ra khi x = 40 - x hay x = 20
Vậy x = 20 (m) thì tổng lối đi là nhỏ nhất
Ví dụ 4: Một người nông dân có 15 000 000 đồng để làm một cái hàng rào hình chữ E dọc theo một con sông (hình vẽ) để làm một khu đất có hai phần chữ nhật để trồng rau. Đối với mặt hàng rào song song với bờ sông thì chi phí nguyên vật liệu là 60 000 đồng một mét, còn đối với ba mặt hàng rào song song nhau thì chi phí nguyên vật liệu là 50 000 đồng một mét. Tìm diện tích lớn nhất của đất rào thu được
[image: ][image: ]




Lời giải
Ta đặt các kích thước của hàng rào như hình vẽ:
Số tiền chi trả để làm hàng rào song song với bờ sông là 2y. 60 000 = 120 000y (đồng)
Số tiền chi trả để làm ba mặt hàng rào song song với nhau là 
3x. 50 000 = 150000x (đồng)
Vì tổng chi phí là 15 000 000 đồng nên ta có

150000x + 120000y = 15000000 hay 5x + 4y = 500 Suy ra 

Diện tích của khu đất là 

Ta có kết quả: Với a, b là các số dương thì 
Dấu bằng xảy ra khi a = b

Áp dụng kết quả trên, ta được 
Dấu bằng xảy ra khi x = 100 - x hay x = 50

Suy ra 
Vậy diện tích lớn nhất của đất rào thu được là 6250 m2






BÀI TẬP ÁP DỤNG
Bài tập 1: Công ty Thys Thys chuyên thiết kế sản xuất áo thun in hình cầu thủ bóng đá, giá bán mỗi cái là 330 000 đồng/cái và mỗi tháng cơ sở bán được trung bình 30000 cái. Chủ công ty sản xuất đang có kế hoạch tăng giá bán để có doanh thu tốt hơn do thấy mọi chi phí đang tăng. Sau khi nghiên cứu thị trường, người quản lý thấy rằng nếu từ mức giá 330000 đồng mà cứ 1 lần tăng giá thêm 20000 đồng thì mỗi tháng sẽ bán ít hơn 2000 áo, biết rằng giá vốn hiện tại sản xuất một cái áo là 188000 đồng. Hỏi công ty phải bán một cái áo với giá mới là bao nhiêu để đạt doanh thu lớn nhất?
[image: ]Hướng dẫn














Bài tập 2: Một trang giấy được in đề thi học kỳ 2 môn Toán 9 có diện tích là 402,9 cm2. Khoảng trống lề trên và lề dưới là 3 cm; bỏ trống lề phải, lề trái là 2 cm. Tính chiều ngang và chiều dọc gọi là tối ưu nhất của tờ giấy thi trên.
Hướng dẫn
[image: ]









[image: ]



Bài tập 3 Một gia đình muốn xây một hồ chứa nước dạng hình hộp chữ nhật không nắp có thể tích bằng  đáy bể là hình chữ nhật có chiều dài gấp bốn lần chiều rộng. Giá thuê nhân công xây bể là 500.000 đồng/. Hỏi chi phí thuê nhân công thấp nhất mà gia đình đó phải trả để xây hồ chứa nước là bao nhiêu triệu đồng?
Hướng dẫn


Gọi chiều rộng của hình chữ nhật đáy bể là (m) ()

Suy ra chiều dài của hình chữ nhật là (m).


Gọi chiều cao của bể là  (m, ).

Thể tích của bể là .

Diện tích xây dựng của bể là 



Áp dụng bất đẳng thức AM – GM cho 2 số không âm (với hai số dương  ta có , dấu bằng xảy ra khi ):

Ta có .

Và .

Khi đó .


Dấu “” xảy ra khi .


Vậy chi phí thấp nhất thuê nhân công là  đồng triệu đồng
[image: ]Bài tập 4: Người ta giăng lưới để nuôi riêng một loại cá trên một góc hồ. Biết rằng lưới được giăng theo một đường thẳng từ một vị trí trên bờ ngang đến một vị trí trên bờ dọc và phải đi qua một cái cọc đã cắm sẵn ở vị trí A. Hỏi diện tích nhỏ nhất có thể giăng là bao nhiêu, biết rằng khoảng cách từ cọc đến bờ ngang là 5 m và khoảng cách từ cọc đến bờ dọc là 12 m.
Hướng dẫn
[image: ]









[image: ]


















Bài tập 5: Một miếng nhôm mỏng hình tam giác đều ABC, cạnh bằng 16 dm. Thợ làm bảng hiệu cắt một hình chữ nhật MNPQ từ miếng nhôm trên để làm bảng hiệu cho quán ăn bán cơm tấm (với M, N thuộc cạnh BC; P, Q lần lượt thuộc cạnh AC và AB). Diện tích hình chữ nhật MNPQ lớn nhất bằng bao nhiêu?
Hướng dẫn
[image: ]











Bài tập 6. Một vườn rau hình chữ nhật ABCD có diện tích 640 m2, để tạo cảnh quan đẹp mắt người ta mở rộng trên 4 phần diện tích để trồng hoa, tạo thành đường tròn ngoại tiếp như hình vẽ biết tâm hình tròn trùng với tâm hình chữ nhật. Tính diện tích nhỏ nhất của 4 phần đất được trồng thêm hoa. (lấy π ≈ 3,14 và kết quả làm tròn đến hai chữ số thập phân.
Hướng dẫn
[image: ]










[image: ]


Bài tập 7. Công ty sản xuất thùng gỗ muốn thiết kế số lượng lớn thùng đựng hàng hóa bên trong, dạng hình lăng trụ tứ giác đều không nắp với thể tích là 62,5 dm3. Để tiết kiệm vật liệu gỗ làm thùng, người ta cần thiết kế thùng sao cho có tổng S diện tích xung quanh và diện tích mặt đáy là nhỏ nhất. Hỏi S có giá trị bằng bao nhiêu?
[image: ]




Hướng dẫn
[image: ]










Bài tập 8: Công ty sản xuất thùng gỗ muốn thiết kế số lượng lớn thùng đựng hàng hóa bên trong, dạng hình lăng trụ tứ giác đều có nắp với thể tích là 1,25 m3. Để tiết kiệm vật liệu gỗ làm thùng, người ta cần thiết kế thùng sao cho có tổng S diện tích xung quanh và diện tích mặt đáy là nhỏ nhất, S bằng bao nhiêu?
[image: ]Hướng dẫn











Bài tập 9: Gia đình anh Phát cần xây dựng một hố ga mới có thể tích là 3,2 m3, dạng hình hộp chữ nhật có đáy là hình vuông. Người thợ muốn làm ra cái hố ga theo yêu cầu của anh Phát với chi phí thấp nhất thì diện tích toàn phần có giá trị nhỏ nhất. Hỏi độ dài cạnh đáy và chiều cao của khối hộp hố ga là bao nhiêu mét, biết hố ga không có nắp đậy phía trên. Xác định kích thước x, h cần phải xây dựng để tiết kiệm nguyên vật liệu cát đá xi măng nhất.
Hướng dẫn




















Bài tập 10: Bác An có mảnh vườn hình vuông  có cạnh bằng . Ở bốn góc vườn Bác muốn trồng hoa hình các tam giác vuông bằng nhau (hình vẽ). Hãy tính khoảng cách từ góc vườn  đến vị trí  sao cho tứ giác có chu vi nhỏ nhất.
Hướng dẫn
[image: ]

Ta có:  suy ra


 và  


mà  nên 


Lại có  suy ra .

Vậy tứ giác  là hình vuông.


Đặt  (đk: .

Suy ra .




Tam giác  là tam giác vuông tại  ta có:  hay 



 suy ra .







Chu vi tứ giác  bằng . Vậy chu vi tứ giác  nhỏ nhất khi  nhỏ nhất.  nhỏ nhất khi  khi (thỏa mãn).
[image: ]Bài tập 11. Một hành lang giữa hai nhà có dạng hình lăng trụ đứng (hình vẽ). Hai mặt bên ABB’A’và ACC’A’ là hai tấm kính hình chữ nhật dài 16 m, rộng 4 m. Gọi x (m) là độ dài của cạnh BC. Tìm x để thể tích không gian hành lang lớn nhất và tính giá trị lớn nhất đó.




Hướng dẫn


[image: ]Kẻ chiều caocủa tam giác .

Khi đó: áp dụng định lý Pytago cho tam giác ta được:


 với 


Diện tích tam giác là: 


Thể tích khối lăng trụ là: 

Ta có 


Suy ra 


Dấu xảy ra khi 


Vậy thể tích không gian hành lang lớn nhất là khi .

Bài tập 12: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 40 cm. Người ta cắt ở bốn góc của tấm nhôm đó bốn hình vuông bằng nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng x (cm), rồi gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưới đây để được một cái hộp không nắp. Tìm x để hộp nhận được có thể tích lớn nhất?
[image: ]
[image: ]









Ta có:   là chiều cao của hình hộp .


Vì tấm nhôm được gấp lại tạo thành hình hộp nên cạnh đáy của hình hộp là: 


Vậy diện tích đáy hình hộp .

Ta có: .

Thể tích của hình hộp là: .

Áp dụng bất đẳng thức Cô si cho ba số dương ta có 



Dấu “” xảy ra tại , tức  ( thoả mãn).

Vậy  thì thể tích khối hộp là lớn nhất.

[image: ]Bài tập 13: Cho một tấm nhôm hình vuông có cạnh bằng 12 cm. Người ta cắt ở bốn góc của tấm nhôm đó bốn hình vuông bằng nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng x (cm), rồi gấp tấm nhôm đó thành hình hộp không có nắp (Hình vẽ). Tìm x để không khí bên trong hộp lớn nhất









Chiều cao của hình hộp là .ĐK: .
Đáy của hình hộp là hình vuông cạnh bằng.

Không khí bên trong hộp là: .

Ta có: .


Chứng minh bất đẳng thức: . Dấu “=” xẩy ra khi .

Ta có: 








 đúng với mọi  dương.

Vậy bất đẳng thức: được chứng minh.


Đặt . Khi đó ta có: 

Hay .








Dấu “=” xẩy ra khi  hay (thỏa mãn).


Vậy không khí trong hộp nhiều nhất bẳng  khi .
Bài tập 14: Để xử lí một chiếc máng thoát nước, người thợ từ 1 tấm tôn hình chữ nhật kích thước 1m x 40cm, đánh dấu 2 đường chia và gò lại thành 1 chiếc máng có dạng hình hộp chữ nhật (thiếu mặt đáy trên và 2 mặt bên) như hình vẽ.
[image: Ảnh có chứa hàng, biểu đồ, Song song, Hình chữ nhật

Mô tả được tạo tự động]Em hãy giúp người thợ tìm giá trị của x (đơn vị cm) để thể tích khối hộp chữ nhật là lớn nhất.






Hướng dẫn

[image: Ảnh có chứa hàng, biểu đồ, Song song, sườn dốc

Mô tả được tạo tự động]Em hãy giúp người thợ tìm giá trị của  (đơn vị cm) để thể tích
hình hộp chữ nhật là lớn nhất.

Gọi các điểm  như hình vẽ.

Ta có: 


Từ giả thiết sauy ra: , với điều kiện 
Diện tích đáy của hình hộp chữ nhật là:



Thể tích của khối hộp chữ nhật là: 



Trong đó  không đổi nên đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi  đạt giá trị lớn nhất.

Ta có: 



Vì  nên , do đó 




 đạt giá trị lớn nhất là  khi và chỉ khi , tức là  (thỏa mãn)
Bài tập 15: Bạn Việt có một tấm bìa dạng nửa hình tròn với bán kính 10 cm. Bạn cần cắt tấm bìa đó thành một hình chữ nhật để dùng làm mô hình, biết rằng hình chữ nhật này nội tiếp nửa đường tròn trên. Tìm diện tích lớn nhất của tấm bìa hình chữ nhật đó, biết một cạnh của hình chữ nhật nằm dọc trên đường kính của đường tròn.
[image: ]





Hướng dẫn
Ta gọi tên các đỉnh của hình chữ nhật như hình vẽ sau

[image: ]Khi đó đặt 
Do nửa đường tròn có bán kính bằng 10cm 

nên 

Theo định lí Pythagore trong tam giác vuông :

 
Suy ra





Do đó 

Nên ta có diện tích hình chữ nhật là 

Ta có với hai số a,b thì 


Dùng bất đẳng thức trên với hai số dương  và 



Vậy diện tích lớn nhất của hình chữ nhật là .
Bài tập 16: Tại xưởng sản xuất ABC, người thợ đang thiết kế 1 chi tiết máy có dạng ống hình trụ tam giác (như hình vẽ). Người thợ cắt tấm thép hình vuông ABCD có cạnh là 30 cm. Trên cạnh AB lấy hai điểm E, G sao cho AE = GB = x (cm) và điểm E nằm giữa điểm A và điểm G. Qua E kẻ đường thẳng vuông góc với AB cắt CD tại F; qua G kẻ đường thẳng vuông góc với AB cắt CD tại H. Người ta gập hình vuông theo hai cạnh EF và GH sao cho cạnh AD trùng cạnh BC như hình vẽ để tạo thành hình lăng trụ đứng khuyết đáy. Tìm x để thể tích hình lăng trụ lớn nhất.
[image: ]







[image: ]Hướng dẫn
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Goi a la s6 1an ting gia ban 330000.

S tién 10 1 cdi 4o la: 330000—188000 = 142000

Sé tién 101 1 cai 40 sau khi ting gia alan: 142000+ 20000.a

S6 céi 40 ban dugc sau a lan ting gia: 30000 - 2000.a

Téng s6 tién 16i sau khi ting gia alan:

(142000 + 20000.2) (30000 — 2000.a) = 400000(71+10.2) (150 —10.2)
Ap dung h¢ qua cia BDT Cauchy, ta co:

71+10a+150-10a

400000(71+104) (150—104) < 400000[ s

2
J =624100000

“_»

Dé s6 tidn 10i sau khi ting gia a 1an dat gia trj 1on nhit thi ddu

= 71+10a=150-10a= a:%wl

xay ra khi:

Viy tién 161 ban 1 ci o sau khi ting gia 1a: 142000+ 20000.4 = 222000dong.
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Goi x, y(cm)la d6 dai chiéu doc va chiéu ngang cua phén chit in trén trang A4 (x> y>0)
Suy ra kich thudc chidu doc va chidu ngang ciia trang gidy 1a: x+6; y+4

Taco: xy=402,9= y=1929 (3
X
ia o JE o1 2417, 4
Dién tich trang gidy la: S=(x+6)(y+4) < S=4x+ +426,9
X

Ap dung h¢ qua caa BDT Cauchy, ta c6: $>2 /4;(. 274 | 126,9=-623,57
X

Suy ra minS = 623,57

Dé dat gid tri t6i uu kich thudc thi ddu “= xay ra khi:
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X

4x

< x=24,58= y=16,39

Viy chidu doc va chiéu ngang ciia to gidy thi 1a: 30,58 cm; 20,39 cm.
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Dit tén céc diém nhu hinh v&. Dt CJ = x, (x> 0).

Vi hai tam gidc AJC va BKA la hai tam giac ddng dang nén:
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C.
O A x 12, 60
AK KB 5 KB X

Dién tich cira khu nuoi ca la: s:%(x»,s){@nz}
x

< S(x) :%(60+12x+w+60)© S(x) :Gx+@+60
x x

Ap dung bét dang thic Co si ta co:

6x+ %52 06
x
PR . 150
Déu bang xay ra khi 6x=—— ¥ =25 x=5.
x
. 150
Nén S(x) = 6x+——+602 60+ 60 =120
x

Suy ra dién tich nho nhét c6 thé giang 1a 120(m?) , dat dugc khi x=5m.
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Dit MN = x,(0< x<16) = BM = 18=%

2
= tan60° oM = QM= ﬁ (16— x)
BM 2

Tacé Sy = ‘/25 x(16— n—i( X+ 164\’)—£[7(X78)2+64]

Sunro = ‘/—[ (x— 8)2+64]g32ﬁ

= maxS=232y3 khix=8
Vay dién tich hinh chit nhit MNPQ 16n nhét: maxS=32y3 khi x=8
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Goi x(cm), y(cm lan lugt 1a chiéu rong va chiéu dai cia vuon rau
hinh chit nht (y> x>0).

R(cm a ban kinh hinh tron ngoai tiép cta vuon rau hinh chit nhat.

R-op -7
4
Theo dé bai ta ¢6: xy = 640(ar’) Ia dién tich vuon rau hinh chi nhat.

S, =5,,m*5m=”1?‘*xy:7!{:/ ~x.

Ap dung BDT Cauchy: ¥+ >2xy

X 2
:}; 7){}/21!%{}/7)(}/:3207!7640:389,31

S=x

A
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S, 2369,31

Viy dién tich nho nhét cta 4 phan dit dugc mo rong la: S, = 369, 31(m").
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Goi a(dm)la d6 dai canh day cua hinh lang tru (a>0).

Theo dé bai ta ¢6 chiéu cao cua lang try 1a h= 6225
a
524}32;5‘21”12 _250 125 125 . [125125
a a a a a a

s>y 12 s
a a

DAu bing xay ra khi a=3/125 =5.
Viy dién tich g& nho nhét dé san xuét thung 12 minS = 75dnf’.
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Goi ala dg dai canh day cua hinh lang tru.
1,25

2

5:4.12’25.a+232 :E+2a2 :£+£+Zaz >33 25 E.Za2
a a a a a a

Theo d& bai ta c6 chiéu cao cua ling try 1a A=

DAu bing xay ra khi a= 3’ 25 _ 1,08.

Vay dién tich g& nho nhét dé san xuét thung 12 minS = 6,96 n.
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Bai 16. Goi x(m), h(m) 1an luot 12 do dai canh day va chiéu cao cua hd ga hinh hop chir nhat
(x,h>0).

3,2

V:Sd.h:f.h:3,2<:h:7; S,=S,+S,=4hx+ ¥

S=4 .32 x+f_12’8+xa2:6’4+6’4+f >33 6’4.6’4%
X2 X X X X X

S$>33 ﬂ ﬂX =33/40,96 . D4u “=" xay ra khi x=23/6,4 =1,86
\ x x

Dé xay dung mot hd ga tiét kigm nhét thi dign tich toan phan la minS = 33/40,96 m*
3,2
(do1)

Vay d¢ dai canh day va chiéu cao cta hd gala x=1,86m h=0,93m

Khi x=3{/6,4=1,86= h= =0,93
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Tacé AE=GB=x(0<x<15)= EG=30-2x.

Keé dudng cao AK cila AAGE.
Vi AAGE can tai A nén KE:% - 3";2"

AAKE vuong tai K = AE> KE= x>§

=15—x(cm).

Ap dung dinh 1y Pythagore vao tam gidc vuong AKE ta c6: AK®+ KE® = AE*
= AK* = AE* ~ KE* = AK =\ AE* — KE*.
= AK® =¥ —(15- %" = AK =/30x—225.
Dién tich day AGE la: S, = AK GE*—\/3OX 225.(30~2x) = /30x—225.(15— %)
Thé tich lang tru la: V= 30\/30;(— 225.(15—-x).
V =303/30x—225.(15 - x) = 30y/15.(2x—15) /15— x4/15- x

=10V15.32x- 15415 xA15—x

Ap dung bit ding thirc Cauchy cho ba s duong: 2x—15;15- x15- xta dugc:

33f(2x—15) (15— x) (15— ) <(2x-15)+ (15— x) + (15— x)
J2x—15)(15-x)(15-x) <5

= (2x-15)(15-x)(15-x)< 5"

= V<10453545= V<750(3

Dau “=

Viy thé tich cia chi tiét may hinh ling tru 16n nhét:

* xay ra khi va chi khi 2x—15=15-x<> x=10.
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